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经 典 力 学 的 基础 是 由 人物 利 路 .牛顿 建立 的 . 牛顿 总 结 了 以 前 许多 科学 家 的 
成 就 ,于 1687 年 在 他 的 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》 中 ,定义 了 质量 .时 间 、 空 间 、 
力 等 力学 的 基本 概念 ,发表 了 著名 的 力学 运动 三 大 定律 ,创立 了 力学 体系 的 第 一 
种 形式 牛顿 力学 体系 . 牛顿 力学 与 人 们 的 感性 经 验 密 切 联 系 ,直观 形象 而 
易于 被 人 们 所 理解 和 采纳 . 但 牛顿 力学 几乎 都 以 力 五 为 基础 ,因此 它 的 应 用 只 
局 限于 纯 力 学 问题 的 范畴 ,运算 也 较 繁 琪 . 18 世纪 伯 努 利 . 达 朗 贝 尔 . 欧 勒 、 拉 
格调 日 等 人 先后 发 展 了 经 典 力学 的 分 析 形 式 ,这 是 力学 史上 的 一 个 新 的 里 程 碑 . 
拉 格 朗 日 于 1788 年 发 表 的 名 著 《 分 析 力 学 》 对 此 作 了 全 面 的 总 结 , 从 此 建立 了 经 
典 力学 的 拉 格 朗 日 形式 . 它 用 体系 的 动能 和 势能 取代 了 牛顿 形式 的 加 速度 和 
力 ,运算 也 相应 地 简化 得 多 ,并 且 由 于 能 量 对 任何 物理 体系 都 有 意义 ,因此 力学 
的 研究 和 应 用 范围 也 相应 地 开拓 到 整个 物理 学 . 19 世纪 30 年代, 哈密 顿 又 推广 
了 分 析 力 学 ,将 力学 体系 的 变量 从 空间 坐标 扩大 到 相应 的 动量 ,这 就 使 力学 理论 
完全 适应 整个 物理 学 发 展 的 要 求 , 而 且 还 为 量子 力学 的 建立 准备 了 理论 条 件 ， 

经 典 力学 的 牛顿 形式 在 大 学 普通 物理 课程 中 已 有 许多 阐述 、 本 书 不 拟 重复 ， 
重点 将 放 在 经 典 力学 的 拉 格 朗 日 形式 和 哈密 顿 形式 上 .作者 认为 读者 已 经 基本 
掌握 以 下 内 容 :(D 牛顿 力学 的 一 些 最 基本 的 概念 ,如 时 间 、 空 间 、 参 考 系 、 质 量 、 
力 ,转动 惯量 、 力 矩 动量 .能 量 、 角 动量 等 ;@@ 牛顿 运动 定律 及 各 种 常见 力 的 性 
质 ;(3 质点 的 直线 和 圆周 运动 . 本 书 对 这 些 内 容 不 作 专门 讨论 . 

本 书 是 在 我 校 物 理 系 多 年 使 用 的 理论 力学 讲义 的 基础 上 修改 而 成 的 . 和 传 
统 教材 相 比 ,本 书 有 以 下 一 些 特 点 : 

(1) 改变 了 原来 先 牛 顿 力学 后 分 析 力 学 、 先 运动 学 后 动力 学 、 先 质点 后 质点 
系 的 体系 ,采取 了 以 分 析 力 学 为 主体 ,运动 学 和 相应 的 动力 学 问题 紧密 结合 . 单 
质点 合并 到 质点 系 中 一 起 叙述 的 体系 . 这 样 做 的 好 处 是 :学 生 一 开始 就 感到 这 
是 一 门 和 普 物 力学 在 内 容 和 方法 上 有 了 明显 不 同 的 新 课 ,从 而 增加 学 习 兴 趣 ,并 节 
省 了 讲授 学 时 . 

(2) 充实 了 物理 内 容 . 本 书 在 前 两 章 叙 述 了 经 典 力学 的 牛顿 形式 和 拉 格 朗 
日 形式 的 基本 理论 后 ,第 三 到 第 八 章 专门 讨论 在 物理 上 有 重要 应 用 的 典型 力学 
问题 的 处 理 方 法 ,使 学 生 具 体 认识 到 不 仅 在 工程 技术 问题 中 ,而 且 在 纯 物理 领域 
也 有 许多 实际 的 力学 问题 ,经 典 力学 理论 则 是 解决 这 些 实际 力学 问题 不 可 缺少 


了 中 
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的 工具 . 既 使 学 生 学 得 实在 ,又 有 利于 培养 他 们 的 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 . 
(3) 减少 了 学 生 做 习题 的 困难 . 理论 力学 解 题 困难 的 原因 是 多 方面 的 ,其 
中 之 一 是 和 教材 的 体系 有 关 ， 由 于 本 书 的 以 上 两 个 特点 ,使 学 生 随 着 课程 的 进 
展 , 熟 悉 了 既 可 以 用 牛顿 力学 方程 .又 可 以 用 拉 格 朗 上 日 方程 来 解 题 , 哪 一 种 方法 
方便 就 用 哪 种 方法 . 并 且 由 于 有 两 种 方法 可 供 选择 ,自然 就 有 利于 学 得 生动 活 
淡 . 
(4) 注意 了 同 后 继 课程 的 联系 和 衔接 ,因为 为 后 继 课 程 服务 也 是 本 课程 的 
一 大 任务 ,凡是 后 继 课程 要 用 到 的 经 典 力学 知识 ,几乎 都 讲述 到 可 以 直接 引用 的 
地 步 . 如 经 典 散射 、 微 振动 电磁场 的 拉 格 朗 日 方程 \. 刘 维尔 方程 经 典 微 扰 理论 
等 都 是 这 样 要 求 的 . 
本 书 虽 然 是 在 多 次 使 用 的 讲义 的 基础 上 编写 而 成 的 ,但 错误 在 所 难免 ,欢迎 
读者 指正 . 
在 编写 过 程 中 曾 得 到 陆 全 康 、 曾 心 愉 、 符 炳 若 等 同志 的 帮助 ,在 此 表示 真心 
感谢 . 
金 尚 年 
1985 年 5 月 
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“理论 力学 "这 门 课程 顾名思义 是 讲 力学 的 基本 理论 . 力学 是 大 家 所 部 壬 的 
一 门 学 科 , 在 中 学 物理 课 和 大 学 普通 物理 课 中 都 有 力学 的 内 容 , 现 在 是 第 三 次 学 
习 力 学 课 了 .“ 理 论 力 学 "和 以 前 所 学 的 力学 课 , 在 内 容 和 性 质 上 有 什么 差别 呢 ? 
这 是 大 家 所 关心 的 问题 ,需要 先 作 些 说 明 . 经 典 力学 有 三 种 不 同 的 理论 形式 : 牛 
顿 力 学 、 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 理论 ,后 两 者 合 称 为 分 析 力 学 , 前 两 翰 力 学 课 的 
内 容 仅 限 于 牛顿 力学 的 形式 ,从 未 涉及 分 析 力学 的 理论 ， 本 书 的 重点 放 在 分 析 
力学 上 ,但 仍 要 从 牛顿 力学 讲 起 ,并 且 篇 乙 不 小 ， 一 方面 是 因为 分 析 力 学 是 以 牛 
顿 力学 为 基础 的 . 另 一 方面 以 前 所 讲 的 牛顿 力学 基本 上 只 限于 单质 点 的 直线 运 
动 和 圆周 运动 ,以 及 刚体 的 定 轴 转 动 ;对 于 质点 、 质 点 系 的 一 般 运 动 和 刚体 定点 
转动 还 没有 讨论 过 , 现在 要 讨论 这 些 问题 所 以 “理论 力学 "与 前 两 辊 力学 课 在 
内 容 上 并 不 存在 重复 的 问题 . 在 性 质 上 “理论 力学 "与 前 两 轮 力 学 课 更 有 重要 的 
差别 . 大 学 本 科 物 理 类 专业 的 教学 计划 中 有 一 组 称 为 中 级 理论 物理 的 课程 , 它 
们 是 ;理论 力学 .数学 物理 方法 、 热 力学 与 统计 物理 .电动 力学 和 量子 力学 . 这 一 
组 课程 在 性 质 上 是 类 似 的 ,在 内 容 上 是 逐步 拓展 和 深化 的 . 理论 力学 是 这 一 组 
课程 中 的 第 一 门 课 . 中 级 理论 物理 课 与 普通 物理 课 比 较 , 除 了 在 内 容 上 深 一 个 
层次 以 外 ,在 认识 论 和 方法 论 上 有 显著 的 差别 .普通 物理 课 基 本 上 是 从 物理 现 
象 出 发 ,通过 分 析 归 纳 的 方法 ,得 出 物质 运动 的 经 验 规律 ,强调 的 是 从 感性 到 理 
性 的 认识 过 程 . 理论 物理 则 是 从 物理 学 的 经 验 规律 出 发 ,创建 一 个 理性 的 物理 
世界 ,然后 通过 逻辑 演绎 的 方法 , 推 看 出 这 个 理性 世界 所 应 该 具有 的 各 种 各 样 的 
性 质 ,再 与 现实 的 经 验 事实 作 比 蒋 ,以 检验 其 真 伪 , 并 探讨 其 实际 应 用 的 可 能 性 ， 
重点 在 于 培养 学 生 的 理性 恩 维 能 力 . 可 以 这 禅 说 ,“ 理 论 力学 "是 读者 所 遇 到 的 
第 一 门 侧重 于 培养 理性 愿 维 能 力 的 物理 课 . 所 以 无 论 就 课程 的 内 容 还 是 课程 的 
性 质 来 说 ,理论 力学 "都 是 一 门 全 新 的 课程 

本 书 的 基本 内 容 在 复旦 大 学 物理 系 已 讲授 了 二 十 多 年 . 在 文革 以 前 ,复旦 
大 学 物理 系 使 用 的 理论 力学 教材 是 全 国 统 编 教 材 :南京 大 学 周 往 柏 先生 编著 的 
《理论 力学 》 这 本 书 内 容 很 全 面 , 起 点 放 得 较 低 ,逐步 深入 提高 ,例题 和 习题 丰 
富 , 是 一 本 很 好 的 教材 . 但 这 本 书 是 按 五 年 制 120~ 140 学 时 的 教学 计划 编号 
的 . 到 了 70 年 代 后 期 ,我 国 高 校 情况 有 了 很 大 变化 ,学 制 和 教学 计划 作 了 重大 
调整 ,理论 力学 的 学 时 压缩 到 60 一 70 学 时 .这样 原 来 的 统 编 教材 就 显得 不 太 适 


ii 第 二 版 前 言 


用 . 在 这 种 情况 下 ,本 书 作者 于 1979 年 编写 了 一 本 新 的 理论 力学 讲义 在 复旦 大 
学 物理 系 内 部 使 用 ,受到 同学 们 的 广泛 欢迎 , 1986 年 这 本 讲义 修改 后 由 复旦 大 
学 出 版 社 以 《经 典 力学 了》 为 书 名 出 版 . 本 书 是 在 该 书 的 基础 上 改写 而 成 的 . 

多 数 大 学 物理 系 本 科 生 所 用 的 理论 力学 教材 ,都 采取 先 运动 学 、 静 力学 后 动 
力学 , 先 质 点 .质点 系 后 刚体 , 先 牛 顿 力 学 后 分 析 力 学 这 样 一 种 逻辑 体系 , 它 的 
优点 是 先 易 后 难 , 先 具体 后 抽象 ,学 生 易 于 接受 . 但 也 有 一 些 缺 点 . 第 一 ,普通 
物理 的 力学 课 几 乎 无 一 例外 都 是 按 先 运 动 学 后 动力 学 , 先 质点 后 刚体 的 体系 进 
行 教学 的 ,理论 力学 如 仍 按 这 样 的 体系 教学 ,学 生 会 感到 理论 力学 课 是 普通 力学 
课 的 简单 重复 ,不 利于 调动 学 生 学 习 的 积极 性 . 第 二 , 按 这 种 体系 进行 教学 , 牛 
顿 力 学 必然 要 花 去 大 部 分 学 时 , 留 给 分 析 力 学 的 学 时 就 很 少 ,而 对 物理 系 后 继 课 
程 来 说 ,分 析 力 学 比 牛 顿 力 学 更 重要 . 为 了 克服 这 两 方面 的 缺点 ,本 书 的 内 容 结 
构 相 对 过 去 的 传统 教材 而 言 , 作 了 较 大 调整 ; 

1. 运动 学 和 静 力 学 不 单独 设立 章节 ,必需 的 内 容 结合 动力 学 来 讲 , 同 时 将 
质点 动力 学 和 质点 系 动 力学 合 在 一 起 讲 . 这 样 牛顿 力学 的 理论 部 分 就 减少 了 许 
多 与 普 物 力学 重复 的 篇 幅 , 所 节省 的 学 时 可 使 分 析 力 学 的 比重 提高 . 

2. 提前 讲 拉 格 朗 日 方程 ,把 牛顿 方程 和 拉 格 朗 日 方程 作为 处 理 典型 力学 问 
题 时 可 同时 并 用 的 方法 ,使 学 生 有 更 多 的 机 会 熟悉 拉 格 朗 日 方程 的 实际 应 用 . 
学 习 理 论 力学 的 难点 是 做 习题 ,提前 讲 拉 格 朗 日 方程 ,可 使 学 生 做 习题 时 有 两 类 
方法 选择 , 哪 一 种 方法 方便 就 采用 哪 一 种 方法 ,这 样 可 大 大 降低 做 习题 的 难度 ， 
并 可 体会 这 两 类 不 同方 法 各 自 的 优 缺 点 . 

根据 以 上 考虑 ,本 书 的 内 容 分 四 大 部 分 :(1) 第 二 章 和 第 二 章 分 别 介绍 牛顿 
力学 和 拉 格 朗 日 方程 的 基本 内 容 , 这 是 理论 力学 课 的 基础 理论 部 分 . (2) 第 三 
章 到 第 七 章 分 别 讨论 两 体 问 题 刚体 、 非 惯性 参考 系 、 微 振动 和 阻尼 运动 五 类 典 
型 的 力学 问题 ,介绍 处 理 这 些 问题 的 思想 、 方 法 和 结论 . (3) 第 八 章 讲 经 典 力学 
的 哈密 顿 理论 , 它 是 专门 为 后 继 理 论 物 理 课 的 需要 作 理 论 准备 的 . (4) 第 九 章 
哈密 顿 理 论 的 应 用 和 第 十 章 流体 力学 ,这 两 章 内 容 超 出 了 本 课程 教学 大 岗 的 范 
围 ,适宜 作为 补充 教材 或 课外 阅读 材料 . 第 九 章 的 内 容 对 于 理解 经 典 力学 哈密 
顿 理论 的 精 艇 和 融会 贯通 为 学 .电动 力学 、 统 计 物 理 、 量 子 力学 共同 的 理论 基础 
会 大 有 神 益 . 第 十 章 的 流体 力学 方程 是 物理 学 最 重要 的 基本 方程 组 之 一 ,应 用 
范围 很 广 . 所 以 了 解 第 九 \ 十 两 章 的 内 容 对 于 完善 物理 系 学 生 的 整体 知识 结构 
是 有 好 处 的 ,对 于 今后 拟 报 考 物理 类 研究 生 的 学 生 , 可 能 是 不 可 缺少 的 . 

为 便于 教学 ,在 本 书目 录 中 将 名 节 内 容 分 为 三 类 . 一 类 不 加 * 号 , 共 40 节 ， 
它 是 经 典 力 学 的 核心 内 容 , 要 多 花 些 教学 时 间 , 力 求 熟练 掌握 . 第 二 类 加 一 个 * 
号 , 共 18 节 , 属 于 理论 力学 课程 的 一 般 内 容 ,可 由 教师 根据 学 时 多 少 和 学 生 的 实 
际 水 平 适当 选用 , 第 三 类 加 了 两 个 * 号 , 共 21 节 , 它 超出 了 本 科 生 理论 力学 课 
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程 的 基本 要 求 , 宜 作 为 学 生 的 课外 阅读 材料 ;但 对 于 今后 拟 报 考 物理 类 研究 生 的 
读者 ,建议 他 们 在 教师 的 指导 下 认真 自学 ,因为 我 国 目前 物理 类 研究 生 的 基础 课 
一 般 都 不 再 单独 讲述 这 些 内 容 . 对 于 习题 ,凡是 打 有 #* 号 的 都 是 较 难 的 题目 ,不 
宜 作 为 课堂 例题 或 布置 给 学 生 作 为 必 做 的 课外 题 ， 

本 书 图 表 按 章 顺 序 编号 ,例如 图 2.3 表示 第 二 章 的 第 三 个 图 ;公式 分 章 按 节 
顺序 编号 ,例如 (2.3) 式 表示 该 章 的 第 二 节 的 第 三 个 公式 ;如 要 引用 非 本 章 的 公 
式 时 ,会 特别 说 明 该 公式 是 哪 一 章 的 . 

本 书 在 历次 编写 和 修改 过 程 中 , 曾 广泛 参考 国内 外 综合 大 学 物理 类 专业 所 
用 的 理论 力学 教材 ,数量 较 多 ,这 里 不 一 一 列举 . 最 主要 的 参考 书 是 下 列 三 本 : 

1. 周 衍 柏 . 理论 力学 . 南京 :江苏 人 民 出 版 社 ,1961. 

2. 朗 道 , 票 划 席 兹 . 力学 . 北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1959. 

3. H. Goldstein. Classical Mechanics (Second Edition). Cambridge: Addi- 
son- Wesley, 1980. 

本 书 由 同济 大 学 沈 范 教 授 和 复旦 大 学 蔡 怀 新 、 倪 光 烟 、 要 启 民 教 授 审 稿 ,他 
们 提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,作者 表示 庄 心 感谢 . 马 永利 副教授 参与 了 本 书 第 二 
版 的 部 分 修订 工作 . 

本 书 的 修订 再 版 得 到 “国家 基础 科学 研究 与 教学 人 材 培养 基地 ”的 部 分 资 
助 . 

金 尚 年 
20Q01 年 1 月 
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第 一 章 “牛顿 动力 学 方程 


本 章 讲 四 个 问题 :(1) 首 先 简单 介绍 牛顿 名 著 《 自 然 哲 学 的 数学 原理 》( 简 称 
《原理 》) 中 所 确立 的 物质 观 、 时 空 观 、 运 动 观 以 及 自然 科学 认识 论 . 方 法 论 的 四 项 
推理 规则 一 一 简单 性 、 统 一 性 .因果 性 和 真理 性 ,这 是 经 典 力学 立论 的 理论 基础 . 
(2) 给 出 牛顿 力学 的 几 个 基本 定律 和 定理 :牛顿 运动 定律 和 动量 定理 、 角 动量 定 
理 、. 能 量 定理 及 其 相应 的 守恒 定律 . (3) 给 出 质点 位 置 rr 速度 vw 和 加 速度 qa 在 平 
面 极 坐 标 、 球 坐标 、 柱 坐标 和 自然 坐标 系 中 的 表示 式 . (4) 作 为 牛顿 动力 学 方程 
的 应 用 举例 ,讨论 变质 量 体 系 和 等 离子 体 单 粒子 模型 的 运动 问题 . 


$1.1 牛顿 的 《原理 》 黄 定 了 经 典 力学 的 理论 基础 


力学 是 自然 科学 中 发 展 得 最 早 、 最 成 熟 的 一 门 学 科 . 每 一 门 学 科 的 形成 和 
发 展 ,都 有 其 自己 的 理论 和 实验 基础 . 力学 的 实验 基础 是 星 良 质疑 的 ,每 一 个 人 
都 有 许多 亲身 的 实践 经 验 . 近代 力学 的 理论 体系 是 在 伽利略 - 牛顿 时 代 形 成 
的 . 1687 年 牛顿 (I. Newton，1643 一 1727) 发 表 的 《原理 》 为 力学 科学 商定 了 坚 
实 的 理论 基础 . 以 《4 原理》 作为 立论 依据 的 力学 理论 称 为 经 典 力学 . 本 课程 就 是 
讲述 经 典 力 学 的 理论 框架 及 其 对 典型 力学 问题 的 求解 方法 的 . 

力学 研究 的 是 物体 的 机 械 运 动 , 即 研究 物体 的 空间 位 形 随 时 间 的 变化 规律 . 
因此 要 建立 力学 的 理论 体系 ,首先 要 对 什么 是 物质 .什么 是 时 间 空间 ,什么 是 运 
动 有 明确 的 规定 . 物质 观 .时 空 观 . 运 动 观 是 古代 自然 哲学 的 核心 问题 ,但 在 牛 
顿 以 前 ,不 同学 派对 物质 时空 .运动 并 没有 公认 的 统一 见解 ,更 没有 可 用 数学 作 
定量 表述 的 形式 . 牛顿 在 综合 了 伽利略 (G. Galilei，1564 一 1642) 等 人 工作 的 基 
础 上 ,在 《原理 ?中 首先 解决 了 这 一 问题 ,使 物质 .时 空 .运动 从 一 般 哲 学 概念 发 展 
为 可 用 数学 作 定 量 表述 的 定义 .定律 .定理 ,并 迅速 得 到 了 公众 的 确认 ,从 而 黄 定 
了 经 典 力学 的 理论 基础 . 

在 欧洲 ,从 古 希 腊 到 伽利略 -牛顿 时 代 , 占 统治 地 位 的 自然 哲学 观 是 亚 里 士 
多 德 (Aristotle, 前 384 一 前 322) 的 思想 体系 . 在 物质 观 方面 , 亚 里 士 多 德 反对 原 
子 论 . 他 认为 地 球 上 的 万 物 是 由 火 、 气 .水土 四 种 元 素 和 冷 热 . 于 湿 两 对 可 感知 
性 所 组 成 的 ,而 月 亮 以 上 的 世界 则 是 由 永恒 不 变 的 以 太 凝 聚 而 成 . 与 伽利略 - 
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牛顿 同时 代 的 笛 卡 尔 (R. Descartes，1596 一 1650) 也 认为 整个 宇宙 是 由 以 太 涡 
旋 形成 的 . 系统 的 .完整 的 力学 理论 不 可 能 在 这 种 物质 观 的 基础 上 建立 起 来 . 
牛顿 彻底 据 弃 了 亚 里 士 多 德 的 物质 观 , 复 活 和 发 展 了 古 硕 腊 原 子 论 的 思想 . 他 
认为 所 有 的 物质 ,不论 天 上 还 是 地 下 ,都 由 可 以 称 之 为 原子 的 微粒 所 组 成 ;原子 
有 不 同 的 层次 ,可 细 分 为 7 类 , 光 也 是 其 中 之 一 . 原子 之 间 存 在 相互 吸引 各 排斥 
的 力 , 因 而 可 以 凝聚 分 离 ,构成 万 物 及 其 运动 . 牛顿 的 原子 论 不 再 停留 在 古 希 腊 
学 者 的 哲学 思考 ,已 十 分 接近 于 由 道 尔 顿 (J. Dalton，1766 一 1844)、 阿 伏 加 德 罗 
(A，Avogadro,，1776 一 1856) 所 建立 的 近代 原子 分 子 理论 了 ;实际 上 后 者 正 是 继 
水 了 和 牛顿 原子 论 的 思想 才 发 展 起 来 的 . 在 原子 论 的 基础 上 ,牛顿 建立 了 物质 在 
力学 理论 中 的 质点 模型 . 有 了 质点 模型 ,进而 就 可 以 建立 两 体 、 三 体 、 质 点 系 、 刚 
体 .流体 等 力学 模型 . 牛顿 的 《原理 》 共 分 三 篇 ,在 第 一 篇 之 前 另 如 了 两 节 统 率 全 
书 的 内 容 . 第 一 节 为 定义 ,给 出 了 质量 .动量 力 等 建立 力学 理论 所 必需 的 辅助 
概念 的 确切 定义 . 这 些 定义 和 以 原子 论 为 基础 的 质点 模型 结合 起 来 ,构成 了 经 
典 力学 完整 的 物质 观 . 经 典 力 学 的 适用 范围 也 是 以 这 样 的 物质 观 为 其 前 提 的 . 
牛顿 在 4 原理 》 的 第 一 节 之 后 作 了 四 个 注释 ,阐述 了 关于 时 间 空间 的 基本 概 
念 ,以 及 区 别 相 对 运动 和 绝对 运动 的 思想 ,它们 构成 了 经 典 力学 的 时 空 观 . 我 们 
现在 讨论 力学 问题 的 时 候 , 习 惯 于 用 一 条 无 限 长 的 直线 代表 时 间 ,在 其 上 任 取 一 
点 代表 现在 ,向 右 代 表 未 来 ,向 左 代 表 过 去 ,相同 的 长 度 代表 相同 的 时 间 间 隔 . 
这 样 所 定义 的 时 间 用 数学 术语 来 表示 就 是 :时 间 是 一 维 的 均匀 的 .无限 的 ,与 空 
间 和 物质 都 没有 关系 . 这 就 是 牛顿 的 绝对 时 间 . 对 于 空间 也 类 似 , 我 们 可 以 取 
空间 任意 一 点 为 中 心 ,把 它 作为 坐标 系 的 原点 ,过 原点 取 相 互 正 交 的 三 个 坐标 
轴 ,其 方 回 可 以 任意 选取 ,坐标 轴 可 向 正 负 方 向 无 限 延 伸 ,任意 一 个 质点 在 空间 
中 的 位 置 均 可 用 这 个 坐标 系 中 的 3 个 坐标 值 来 表示 . 牛顿 认为 存在 绝对 空间 ， 
如 上 所 述 选取 的 坐标 系 ,其 原点 静止 于 绝对 空间 中 ,坐标 轴 的 方向 一 经 选 定 也 不 
再 改变 ,那么 这 个 坐标 系 就 代表 了 绝对 空间 . 以 绝对 空间 为 参考 系 的 物质 的 运 
动 称 为 绝对 运动 . 一 切 相 对 于 绝对 空间 作 和 匀速 直 线 运 动 的 参考 系 称 为 惯性 参考 
系 . 牛顿 的 绝对 空间 用 数学 术语 来 表述 就 是 :其 性 质 是 三 维 的 .均匀 的 (坐标 原 
点 可 任意 选取 ) .各 向 同性 的 (8 个 正 交 坐标 轴 的 方向 可 任意 选取 ) 无限 的 . 
牛顿 在 4 原理 》 中 所 阐述 的 运动 观 主要 有 两 方面 :一 是 牛顿 三 定律 和 力学 相 
对 性 原理 的 确立 ,它们 是 力学 的 最 高 原理 . 这 是 伽利略 等 许多 人 工作 成 果 的 总 
结 和 提高 . 二 是 万 有 引力 定律 的 发 现 . 虽然 胡 克 (R. Hooke,， 1635 一 1703) 与 牛 
顿 之 间 曾 经 有 万 有 引力 的 发 现 权 之 争 ,但 牛顿 对 此 作出 了 最 主要 的 贡献 是 无 可 
争议 的 . 牛顿 明确 定义 了 动力 学 理论 所 必需 的 一 套 完整 的 辅助 概念 ,发 明了 徽 
积分 ,将 力学 原理 与 数学 结合 起 来 ,使 力学 成 为 可 以 作 严 密 逻 辑 运算 的 科学 理 
论 . 牛顿 以 前 的 学 者 往往 只 研究 一 些 具体 的 力学 规律 ,如 伽利略 的 落体 运动 , 惠 
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更 斯 (C. Huygens，1629 一 1695 ) 的 单 摆 运 动 , 胡 克 的 弹性 运动 等 ,牛顿 则 把 许多 
互 不 相关 的 力学 现象 纳入 了 一 个 统一 的 理论 框架 . 特别 是 方 有 引力 的 发 现 ,使 
天 体 运动 和 地 面 物体 的 运动 服从 相同 的 运动 规律 ,彻底 打垮 了 长 期 占 统治 地 位 
的 亚 里 士 多 德 的 天 上 和 地 上 有 别 的 神话 . 

牛顿 在 4 原理 》 中 关于 力学 三 定律 是 这 样 叙 述 的 : 


第 一 定律 一 个 物体 , 若 没 有 外 力 影 响 使 其 改变 状态 , 则 该 物体 仍 保 持 其 原 
来 静止 的 或 匀速 直线 运动 的 状态 . 

第 二 定律 ”运动 的 变化 ,与 所 加 的 力 成 正比 ,其 方向 为 力作 用 的 方向 . 

第 三 定律 ”作用 恒 与 其 反作用 相等 ,方向 则 相反 . 

说 明 :运动 之 量 , 以 速度 及 物质 之 量 联合 度量 之 . 


据 上 所 述 ,牛顿 第 二 定律 原始 的 数学 表示 式 应 为 


d(mvu) 
qr = FF. (1.1) 


如 果 物 体 的 质量 mx 与 时 空 及 其 运动 无 关 , wm 恒 为 常量 , 则 (1.1) 式 可 约 化 为 现 
在 常见 的 形式 : 


m= 玉 或 和 7 = FF. (1.2) 


这 里 附带 说 一 名 .C11) 式 在 相对 论 力学 中 仿 纺 成立 ,但 (1 力 趟 在 相 寺 沦 访 尝 申 
不 再 成 立 . 

按 牛 顿 的 本 意 , 运 动 三 定律 是 在 绝对 空间 中 成 立 的 . 但 在 牛顿 以 前 伽利略 
就 已 经 提出 :在 一 个 系统 内 部 的 任何 力学 实验 ,都 不 能 决定 这 一 系统 是 静止 的 还 
是 在 作 匀 速 直线 运动 . 这 就 是 力学 相对 性 原理 . 根据 这 一 原理 ,牛顿 三 定律 对 
于 所 有 的 惯性 参考 系 都 是 成 立 的 . 今后 如 无 特别 说 明 , 本 书 都 是 在 惯性 参考 系 
中 讨论 问题 并 作 计 算 的 ， 

牛顿 构想 的 绝对 空间 实际 上 是 不 存在 的 ,任何 一 个 实际 的 参考 系 也 都 不 是 
严格 的 惯性 系 ,但 我 们 可 以 根据 问题 的 需要 ,选取 适当 的 实物 作为 参考 系 来 取代 
惯性 系 . 从 观测 的 角度 来 说 ,总 是 以 充分 大 的 范围 中 平均 处 于 静止 的 天 体 作为 
惯性 系 的 依据 . 在 大 多 数 力学 实验 中 ,地 球 已 “充分 大 ” ,所 以 地 球 静止 系 可 以 看 
成 是 一 个 很 好 的 惯性 系 . 更 严格 时 可 以 选择 太阳 指向 某 一 恒星 的 方向 作为 惯性 
系 的 坐标 轴 . 

惯性 系 有 无 穷 多 个 ,许多 实际 问题 的 计算 要 涉及 到 两 个 惯性 系 S 和 S 设 
S 相对 于 S 以 匀速 & 运动 ， ”这 两 个 惯性 参考 系 之 问 的 时 空 坐标 的 变换 关系 为 ， 

六 二 让 十 8 ， 


， (1.3) 
t=1,， 
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式 中 rt 和 r .分别 是 S 系 和 S 系 中 的 空间 \ 时 间 的 坐标 . (1.3) 式 称 为 伽 利 
了 略 变换 . 将 (1.3) 式 代 人 (1.2) 式 ,可 知 牛顿 第 二 定律 在 伽利略 变换 下 保持 不 变 . 
因此 力学 相对 性 原理 又 可 表述 为 :力学 定律 对 于 伽利略 变换 保持 不 变 . 

以 上 就 是 牛顿 在 4 原理 ) 中 所 阐述 的 物质 观 、 时 空 观 、 运 动 观 及 其 数学 表述 形 
式 的 要 点 ,牛顿 特地 把 它们 称 之 为 “自然 哲学 的 数学 原理 ” 经 典 力学 就 是 以 上 
述 原理 为 逻辑 演绎 前 提 推 理 出 来 的 一 个 完整 的 理论 体系 . 如 果 在 某 些 情况 下 ， 
自然 界 的 实际 情况 与 上 述 物 质 观 、 时 空 观 \ 运 动 观 有 明显 的 差异 ,那么 经 典 力 学 
就 不 再 适用 ,需要 建立 新 的 力学 理论 ,如 相对 论 力学 .量子 力学 ,它们 已 不 再 属于 
本 课程 的 范围 . 

牛顿 在 4 原理 ?中 还 以 他 自己 科学 研究 的 经 验 , 对 自然 科学 的 认识 论 ,方法论 
作 了 精辟 的 论述 . 在 《4 原理》 第 二 版 的 第 三 卷 问世 时 ,牛顿 在 最 前 面 提出 了 四 条 
《哲学 推理 规则 》: 

规则 工 除去 那些 真实 的 而 又 足以 说 明 自 然 界 事物 的 表象 的 原因 之 外 ,我 


们 承认 自然 界 事物 没有 更 多 的 原因 
规则 了 ”所 以 ,对 于 同样 的 自然 界 的 结果 ,我 们 必须 尽 可 能 地 归 之 于 同样 的 
原因 . 


规则 而 ”物体 的 属性 , 既 不 允许 增强 也 不 允许 前 弱 , 凡 是 在 我 们 的 实验 所 能 
到 达 的 范围 内 发 现 属于 一 切 物 体 的 属性 ,都 应 视 为 一 切 物 体 的 普 

遍 属 性 . 
规则 坟 ”在 实验 哲学 上 ,我 们 把 用 一 般 归 纳 法 从 现象 推导 的 命题 ,看 作 准 确 
的 或 很 接近 于 真实 的 ,虽然 可 以 想象 出 任何 相反 的 假设 ,但 是 直到 
其 他 现象 出 现 而 使 其 变 得 更 准确 或 出 现 例 外 之 前 , 仍 应 如 此 看 待 . 
这 四 条 规则 的 文字 比较 星 涩 ,但 仔细 推荐 不 难 领会 其 意思 . 用 现在 惯常 的 
词语 来 表示 ,这 四 条 规则 可 理解 为 :简单 性 原理 .因果 性 原理 、 统 一 性 原理 和 真理 
性 原理 . 简单 性 原理 的 意思 是 ,科学 上 正确 的 东西 都 是 简单 的 ,如 果 同 一 个 问题 
可 用 简 繁 不 同 的 方法 得 到 相同 的 结论 ,应 该 选用 简单 的 方法 . 因果 性 原理 就 是 
决定 论 ,直到 20 世纪 初 量子 力学 建立 以 前 ,因果 律 是 物理 学 最 牢固 的 信条 之 一 . 
统一 性 原理 是 指 牛顿 在 4 原理》 中 所 阐述 的 物质 观 .时空 观 . 运 动 观 对 整个 自然 界 
都 是 普遍 适用 的 ,这 是 自然 哲学 的 根本 所 在 ,否则 就 难以 称 之 为 "哲学 "了 . 真理 
性 原理 就 是 绝对 真理 和 相对 真理 相 结合 的 观点 ,规则 术 中 所 指出 的 从 实验 现象 
通过 归纳 分 析 得 出 的 结论 ,应 该 承认 其 是 真实 的 或 接近 真实 的 ,这 就 是 承认 客观 
真理 的 存在 ;同时 又 指出 以 后 可 能 会 出 现 新 的 现象 使 结论 变 得 更 准确 ,这 就 是 相 
对 真理 的 观点 . 这 四 条 哲学 推理 规则 是 牛顿 本 人 从 事 科学 研究 的 认识 论 .方法 
论 准则 , 间 时 通过 《原理 的 传播 ,直接 为 经 典 力学 的 进一步 发 展 提供 了 强大 的 思 
想 武 句 . 经 典 力学 的 理论 正 是 在 这 些 规 则 的 指引 下 发 展 和 完善 起 来 的 . 我 们 了 
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解 这 些 规则 ,对 于 理解 整个 经 典 力学 的 思想 理论 体系 有 很 大 的 帮助 . 
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牛顿 运动 定律 的 核心 是 第 二 定律 ,本 节 将 对 其 数学 表示 形式 作 较 深入 的 讨 
论 . 当 物 体 的 质量 mm 不 变 时 ,牛顿 第 二 定律 的 表示 式 为 
dv 


m 下 = 于， (2.1) 
力 下 一 般 是 物体 的 位 置 + .速度 mw =r 和 时 间 + 的 函数 : 
F=F(r,r,i), (2.2) 


其 中 = 企 . 本 书 中 凡是 函数 对 时 间 + 求 一 次 导数 ,我 们 用 在 该 函数 的 符号 上 
加 一 点 来 表示 , 求 二 次 导数 则 加 两 点 . 因此 (2. 1) 式 又 可 表示 为 


mr = F(r,r,t), (2.3) 
这 是 一 个 二 阶 矢量 常 微分 方程 ,具体 求解 时 我 们 要 选取 一 个 适当 的 正 交 坐 标 系 ， 
将 (2.3) 式 投影 为 三 个 标量 方程 ,再 联 立 求解 . 常用 的 坐标 系 有 直角 坐标 .平面 
极 坐标 , 球 坐 标 . 柱 坐标 和 自然 坐标 . 下 面 就 来 给 出 (2.3) 式 在 这 些 坐 标 系 中 的 
具体 表示 式 . 
(1) 直角 坐标 
在 直角 坐标 系 中 ,空间 任 一 点 已 的 位 置 可 用 x 、y、z 三 个 参数 来 表示 . 用 i、 
jk 分别 表 示 沿 x 轴 、y 轴 和 < 轴 的 单位 矢量 ,它们 都 不 随时 间 改 变 . 质点 的 位 
置 和 速度 可 表示 为 
roritw tzk, (2.4) 
v= ritvit zk. (2.5) 
方程 (2.3) 可 表示 为 : 
mr =F,(r,y,z;T,y,2;t), 
my = 下 (zyyyziryyyzitr)， (2.6) 
mz =F. (ry zr yzit). 
(2) 平面 极 坐标 
在 平面 极 坐标 中 ,平面 上 任 一 点 PP 的 位 置 可 用 参数 .6 来 表示 . e, 和 e, 分 
别 表示 矢 径 r 增加 方向 和 极 角 8 增加 方向 的 单位 矢量 . 随 着 已 点 的 运动 ,e 和 
es 的 方向 都 要 随时 间 改 变 , 从 图 1.1 中 可 以 看 到 : 
e, = cos Oi + sin Of,， 


es = ~ sin fieost, 
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,= HH Qees (2.7) 

. desd8 _ 
ee gagdr te,. (2.8) 

质点 的 位 置 > 和 速度 v 可 表示 为 
r= re,, (2.9) 
v = re + rbe,. (2.10) 

图 1.1 质点 的 加 速度 为 

a= =F e+ (ry +276)e,. (2.11) 


因此 ,牛顿 第 二 定律 可 表示 为 


m(r-r)=F,, 
m(ro +2r6)= F,, 
式 中 已 和 FF 分 别 为 正在 e 和 e 方向 的 投影 . 
(3) 球 坐 标 

在 球 坐 标 中 ,空间 一 点 已 的 位 置 可 用 >-、 

9、gp 三 个 参数 来 表示 ,用 e, 、es、e。 分 别 表示 

r.9、g 三 个 参数 增加 方向 的 单位 矢量 ,它们 都 
是 随时 间 变 化 的 , 从 图 1.2 中 可 以 看 到 : 
e, = sin dcos pi + sin Osin pi + cos Ok, 

(2.13) 


并 且 当 gp 不 变 ,b 变 为 9+ 本 时 ,新 的 e, 方 癌 


即 为 原 e 的 方向 . 因此 ， 四 1.2 
eo = e, [or a = cos Ocos gi + cos Osin gj ~ sin Ok, (2.14) 
而 
e@» = e, Xer= ~ sin pitceos gi. (2.15) 
于 是 
+ de,, 9e,. ， . 
6 86 + +sin Ope, , (2.16) 
+ Odes: de， 。 。 
0 = 5901 go = — Ye, + cos Oepe, (2.17) 
6 = Fe, x es) = ~ sin Ope, — cos Opes (2.18) 


质点 的 位 置 和 速度 可 表示 为 
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六 = re,, (2.19) 
= = re, + rbe, + rpsin ge。 (2.20) 
我 们 进一步 求 得 加 速度 a 的 表示 式 后 ,得 到 牛顿 第 二 定律 的 形式 为 
m{r-r0-— ro sin’ 0)=F,, 
m(rO +2r6— ro’sin Ocos 6) = FF,, (2.21) 
m(rgsinG+2rgsin G+2rgbcos 0)=F,. 
(4) 柱 坐 标 
柱 坐 标 可 看 成 是 由 Oxy 平面 上 的 平面 极 坐 


标尺. op 和 直角 坐标 z 组 合 而 成 . 用 eg .e。 和 大 表 
示 相 应 的 单位 矢量 , 则 单位 矢量 随时 间 的 变化 为 


er = pe。， 
ev = — per, (2.22) 
k=0. 
质点 的 位 置 和 速度 可 表示 为 
r= Rer + zk, (2.23) 
v = Rer + Ree, + zk. (2.24) 四 1 3 
牛顿 第 二 定律 可 表示 为 
m(R— Ro’)= FF， 
a m(Ro +2R¢9)=F,, (2.25) 


77 三 下. ， 

(5) 自然 坐标 与 内 襄 方 程 

上 述 几 种 坐标 系 ,其 单位 矢量 或 者 和 运动 完全 无 关 ( 直 角 坐 标 ) ,或 者 只 和 质 
点 运动 的 位 置 有 关 ( 平 面 极 坐 标 、 球 坐标 和 柱 坐 标 ). 此 外 还 有 一 种 由 质点 速度 
的 方向 来 决定 其 单位 矢量 的 坐标 系 一 一 自然 坐标 系 ,其 相应 的 牛顿 第 二 定律 的 
表示 式 称 为 本 性 方程 或 内 正方 程 . 

先 讨论 质点 轨道 为 平面 曲线 的 情况 . 如 果 我 们 用 e, 和 e, 表示 轨道 的 切线 
方向 和 法 线 方 向 的 单位 矢量 , 则 质点 的 速度 可 表示 为 


VY = ve,, (2.26) 
质点 的 加 速度 则 为 
_dv_dv de， 
dr de "dr 


为 了 计算 5 ,如 图 1.4 所 示 , 设 * 为 轨道 的 弧 长 ,9 为 轨道 的 切线 和 < 轴 的 夹 
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角 , 则 |de,|=|e.ldw=dg, 所 以 
de, 
dr 


式 中 企 即 为 质点 速率 ,9 是 轨道 的 曲率 (曲率 


半径 6 的 倒数 )、 因此 9 的 数值 为 


卫 
di D 


关于 58: 的 方向 , 因 de, 和 e 垂直 ,而 且 从 图 中 


图 1.4 


可 知 de, 必 指 向 轨道 的 外面, 可 见 竺 :的 方向 就 是 法 线 。, 的 方向 . 于 是 我 们 得 到 


_dv U 
4 ge pe (2.27) 
牛顿 第 二 定律 则 为 
dw _ 
11 dr F, 9 
; (2.28) 
mn 一 三 下 ，. 
它 和 质点 作 圆周 运动 时 的 运动 方程 极为 相似 ,只 不 过 以 轨道 的 曲率 半径 代替 了 


圆周 的 半径 . 

下 面 再 讨论 质点 沿 着 某 一 空间 曲线 运动 的 情况 . 图 1.5 表示 质点 在 空间 
运动 的 轨道 . 在 已 点 附近 的 轨道 上 找 两 个 
点 已 和 P, ,直线 PP, 和 PP, 可 决定 一 个 
平面 , 当 P 和 P, 变动 时 ,这 个 平面 也 随 之 
变动 . 当 P -~> 己 ,P, 一 已 时 可 得 到 一 个 确 
定 的 极限 平面 , 称 为 轨道 曲线 在 已 点 的 密 
切 平 面 . 如 果 轨 道 在 PP 点 是 连续 的 , 则 在 极 
限 情况 时 PP， 和 PP; 合成 一 条 直线 ( 即 轨 
道 在 P 点 的 切线 ) ,并 用 e, 表示 这 条 切线 的 


单位 矢量 ,过 P 点 在 它 的 密切 平面 内 作法 图 1.5 
线 , 用 e, 表示 其 单位 矢量 ,这 条 法 线 称 为 轨道 曲线 在 已 点 的 主 法 线 . 再 作 
er. = eXe,, 


e, 也 是 轨道 曲线 在 P 点 的 法 线 ( 称 为 次 法 线 )，e, 和 e, 所 组 成 的 平面 称 为 法 平 
面 ,e, 和 e, 所 组 成 的 平面 则 称 为 直 切 平面 ,而 e, 和 e, 所 组 成 的 平面 就 是 密切 


$1.3 质点 系 


平面 ,如 图 1.6 所 示 . 

考虑 也 点 附近 一 -小段 轨道 曲线 ds , 它 
等 于 P,P 时 的 线 元 PP,. 由 于 PP 与 e， 
共 线 , 故 PP, 在 密切 平面 内 ,这 段 线 元 可 看 
成 是 密切 平面 内 的 轨道 曲线 . 因此 质点 的 
加 速度 公式 可 用 平面 轨道 的 加 速度 公式 表 


AT 


aT diet ger 图 1.6 
上 式 表明 加 速度 a 在 次 法 线 e, 方向 的 分 量 恒 为 零 . 因此 ,牛顿 第 二 定律 在 空间 
轨道 情况 下 可 写 为 
dv _ 
772 dr fr 
mF, 
op 
F,=0 


当 质 点 由 已 点 运动 到 另 一 点 已 时 ,根据 同样 的 讨论 ,运动 方程 的 形式 仍 为 


(2.29) 式 ,只 不 过 己 点 的 ee el 和 p 都 改变 了 而 已 . 


(2.28) 和 (2.29) 式 就 是 质点 运动 的 本 性 方程 或 内 课 方 程 . 这 种 方程 经 常 应 
用 于 沿 已 知 轨 道 运动 的 质点 ;也 常 应 用 于 介质 阻力 不 能 忽略 时 的 运动 , 因 阻 力 恒 
与 速度 方向 相反 ,所 以 阻力 只 出 现在 (2.29) 式 中 的 第 一 个 方程 中 ,问题 的 处 理 就 


比较 方便 了 . 
已 知 轨道 方程 求 曲率 半径 可 以 应 用 下 面 的 公式 : 
“2 \312 
y= f(x), o= 人 + ) | 
) dr 2 -3 
_ [， + 路) 
r=r(0), p= 3 本 
”+2[ 苞 ) 一 六 二 了 
d0 df 
ey) pt 
zy 一 zy| 


S81.3 质 Jy 系 


牛顿 运动 定律 是 对 质点 而 言 的 . 如 果 所 讨论 的 力学 体系 不 能 抽象 为 单个 质 
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点 ,而 是 由 多 个 质点 所 组 成 的 体系 一 一 质点 系 , 那 么 如 何 给 出 质点 系 的 运动 微分 
方程 呢 ? 下 面 将 讨论 什么 叫 质点 系 和 怎样 建立 运动 微分 方程 两 个 问题 . 

质点 系 的 概念 是 什么 呢 ? 是 否 所 讨论 的 对 象 是 两 个 以 上 的 质点 ,就 是 质 
系 问 题 呢 ? 我 们 先 来 看 两 个 具体 问题 : 

(1) 如 果 把 地 球 和 太阳 都 看 成 质点 ,忽略 其 他 行星 对 地 球 的 作用 和 太阳 本 
身 的 运动 , 则 地 球 的 运动 就 是 大 家 所 熟悉 的 一 个 质点 的 运动 ,在 同样 的 近似 条 件 
下 ,如 何 讨论 整 个 太阳 系 中 九 大 行星 的 运动 ? 

(2) 如 图 1.7 所 示 ,质点 被 约束 在 一 光滑 的 水 平平 台 上 运动 ,质点 上 系 
着 一 根 长 为 7 的 轻 强 ,绳子 穿 过 平台 上 的 小 孔 
〇 ,为 一 端 挂 着 一 个 质点 m', 试 讨论 质点 m 的 运 


在 这 两 个 问题 中 ,前 者 要 求 讨论 的 对 象 是 九 
个 质点 ,后 者 只 个 质点 m. 是 否 可 以 说 前 者 


是 质点 系 的 力学 问题 ,后 者 是 音 质点 的 力学 问题 
呢 ? 错 了 ,前 者 是 单质 点 的 力学 问题 ,更 确切 地 说 
是 九 个 单质 点 问题 ,而 后 者 却 是 由 两 个 质点 所 组 图 1.7 

成 的 质点 系 问 题 . 因为 前 者 九 个 质点 的 运动 方程 都 是 互相 独立 的 ,而 后 者 的 运 
动 方程 ( 取 柱 面 坐标 ) 为 : 


7/ 


m(K- Re’)= — Fi, 

m(Ro +2R9)=0, 
式 中 Fi 为 绳子 的 张力 . 这 两 个 方程 中 含有 三 个 未 知 函 数 R、op .Fi ,不 能 求解 ， 
还 必须 把 它们 和 wm 的 运动 方程 

m z=Fr-m’g 
及 约束 条 件 
KR-—-z=/ 

联 立 起 来 ,得 到 四 个 独立 的 方程 ,这 正好 可 解 出 四 个 未 知 函数 R、p、F1 、x. 

从 这 两 个 具体 问题 的 分 析 中 可 以 看 到 ,一 个 力学 问题 是 单质 点 问题 还 是 质 
点 系 问题 ,不 能 简单 地 从 所 讨论 的 对 象 的 数目 判定 ,而 应 当 根 据 物体 间 的 相互 作 
用 的 性 质 来 决定 . 如 果 我 们 所 讨论 的 对 象 是 质点 A, 它 和 质点 B 相互 作用 ,而 这 

种 相互 作用 只 影响 质点 A 的 运动 ,对 质点 B 的 运动 没有 影响 (例如 A 为 地 球 ,B 
为 太阳 ,假定 太阳 不 动 ), 则 A 的 运动 是 一 个 单质 点 力学 问题 ,这 时 B 称 为 A 的 
外 界 . 在 A.B 间 的 相互 作用 对 两 者 的 运动 都 有 影响 (例如 上 述 第 二 问题 中 的 质 
尽 和 ) ,那么 必须 把 它们 看 成 是 同一 力学 体系 内 部 的 两 个 物体 ,从 而 成 为 
一 个 原点 系 问 题 . 显然 ,体系 和 外 界 的 划分 是 相对 的 ,例如 地 球 和 太阳 的 运动 ， 
在 精度 要 求 不 是 很 高 时 ,可 把 太阳 看 成 地 球 的 外 界 ,地球 的 运动 可 看 成 是 一 个 单 
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质点 问题 . 如果 精 度 要 求 极 高 ,必须 考虑 地 球 和 太阳 间 的 引力 对 太阳 运动 的 影 
响 ,那么 太阳 就 和 地 球 一 起 组 成 了 一 个 质点 系 问题 . 质点 系 内 部 各 质点 间 的 相 
互 作用 力 称 为 内 力 ,外界 对 质点 系 各 质点 的 作用 力 称 为 外 力 . 分 清 体系 和 外 界 ， 
内 力 和 外 力 , 对 于 讨论 质点 系 的 问题 ,有 着 极为 重要 的 意义 . 
如 何 建立 质点 系 的 运动 微分 方程 呢 ? 最 直接 的 方法 是 对 质点 系 内 部 的 每 一 
个 质点 , 写 出 相应 的 牛顿 运动 方程 : 
nr = F,,i=1,2,.,n, (3.1) 
式 中 的 足 标 i 表示 第 i 个 质点 . 分 量 方程 共有 3n 个 . 车 质点 系 内 部 各 质点 之 间 
以 及 与 外 界 之 间 存 在 约束 , 则 F; 中 还 包含 未 知 的 约束 力 下 .一 般 来 说 ,k 个 约 
束 条 件 就 有 上 & 个 未 知 的 约束 力 、 (j=1,2,…,k), 因此 ,方程 组 (3.1) 中 共有 
3n + 上 个 未 知 函数 r, 和 Fy、 . 求解 方程 组 (3.1) 时 ,必须 再 加 上 个 约束 方程 
(它们 一 般 是 各 质点 的 位 置 .速度 和 时 间 的 函数 ): 
万 Cr r, ;ri ， ,Tr, ;1)=0,7=1,2,.…,k. (3.2) 
这 时 共有 3n + 上 个 方程 , 联 立 起 来 就 能 求解 了 . 例如 由 3 个 质点 所 组 成 的 受到 
5 个 约束 条 件 的 质点 系 , 将 有 14 个 方程 联 立 在 一 起 ,显然 求解 这 个 二 阶 微分 方 
程 组 ,是 一 件 很 不 容易 的 事 . 对 质点 数目 稍 多 的 受 约束 体系 ,即使 能 写 出 每 个 质 
点 的 运动 方程 ,实际 上 还 是 很 难 求解 的 . 在 牛顿 动力 学 范围 内 ,运用 质点 系 的 动 
量 和 定理 、 角 动量 定理 和 能 量 定理 ,是 解决 此 困难 的 一 个 办 法 . 这 三 个 定理 所 描述 
的 是 整个 体系 的 动量 、 角 动量 和 能 量 的 变化 规律 ,尽管 不 能 给 出 体系 内 部 每 一 个 
质点 运动 的 详细 情况 ,但 能 以 简洁 的 方式 给 出 体系 整体 运动 的 一 些 规律 ,可 以 解 
决 许多 实际 的 问题 . 
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质点 的 动量 p 定义 为 : 


p=mv. (4.1) 
因此 ,牛顿 第 二 定律 可 写 为 
p=p. (4.2) 


上 式 表 明 : 质 点 动量 的 变化 率 等 于 质点 所 受到 的 力 . 
对 于 由 n 个 质点 所 组 成 的 质点 系 ,应 用 (4.2) 式 可 得 


d ， 
FO +F, i=1,2, ,7. (4.3) 


式 中 p, 为 第 i 个 质点 的 动量 ,F;” 为 外 界 对 第 i 个 质点 的 作用 力 ,Fl 为 质点 系 
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内 部 其 他 质点 对 第 ; 个 质点 的 合作 用 力 ; 
FF = >) 本，， 

其 中 F, 为 体系 内 第 j 个 质点 对 ; 个 质点 的 作用 力 . 将 (4.3) 式 中 的 4 个 方程 累 

加 起 来 ,得 


- Pre Dr (4.4) 

质点 系 的 动量 p. 定义 为 : 
= Dp = Dm (4.5) 

交换 (4.4) 式 左边 求 和 与 求人 六 的 次 上 序 ,(4.4) 式 左边 可 表示 为 : 
> 守 - 去 > - 一 中 (4.6) 
根据 牛顿 第 三 定律 , 恒 有 下,= -下 ， ,因此 (4 4) 右 边 第 二 项 为 : 

DF, = YF, = 0. (4.7) 

将 (4.6) 和 (4.7) 式 代入 (4.4) 式 得 加 
SP: = Sr = 下 人 ， (4.8) 


式 中 F“ 为 合 外 力 . (4.8) 式 表明 :质点 系 动量 的 变化 率 等 于 体系 所 受到 的 合 外 
力 ,质点 系 动量 的 变化 是 和 体系 内 部 的 相互 作用 无 关 的 . 这 就 是 质点 系 动量 定 
理 . 

由 (4.8) 式 可 知 ,如 果 质 点 系 所 爱 的 合 外 力 为 零 , 则 


dp, 


dr 0 


于 是 


a > 


:9v; = 常 天 量 . 


这 就 是 质点 系 动 量 守恒 定律 . 有 时 质点 系 所 受 的 合 外 力 昌 不 为 零 , 但 在 某 一 固 
定 方 癌 (例如 z 方向 ) 的 合 外 力 为 零 ， 由 
= 常量 . 
这 时 质点 系 的 总 动量 虽 不 守恒 ,但 z 方向 的 动量 守 
点 系 水 平方 向 的 动量 守恒 . 

利用 质心 的 概念 ,质点 系 动量 定理 还 可 以 表示 成 质心 运动 定理 的 形式 . 
心 的 位 置 r.. 定义 为 ; 


习 


吾 , 例如 外 力 仅 为 重力 时 , 质 


SN NT 
> nmr, > nr, 
i i 
RY 
> His 
t 


(4.9) 


re = 
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式 中 产 , 为 质点 系 的 总 质量 . 利用 (4.9) 式 ,质点 系 的 动量 p, 可 表示 为 


= 2 ,VY, = gm - = pve, (4.10) 
式 中 wv. 是 质心 的 速度 . 办 此 质 点 系 动量 定理 可 改写 为 : 
ms orp (4.11) 


上 式 表明 ,质心 的 运动 ,就 好 像 一 个 质点 的 运动 一 样 :此 质点 的 质量 等 于 质点 系 
的 质量 ,作用 在 此 质点 上 的 力 等 于 作用 在 整个 质点 系 上 的 合 外力 . 这 就 是 质心 
运动 定理 . 所 以 质心 的 运动 ,由 (4.11) 式 完全 决定 . 

在 质点 系 的 动量 定理 中 ,内 力 F,, 完 全 不 出 现 . 直接 用 牛顿 第 二 定律 解 质点 
系 的 运动 方程 之 所 以 困难 ,一 个 重要 原因 在 于 方程 中 要 出 现 内 力 . 动量 定理 直 
接 把 内 力 从 方程 中 消去 了 ,我们 只 要 知道 体系 所 受 的 外 力 ,体系 质心 的 运动 即 可 
简单 地 求 得 ,因而 是 一 个 很 有 用 的 定理 . 
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质点 的 矢 径 r 和 它 的 动量 mw 的 矢量 积 , 称 为 质点 对 坐标 原点 的 角 动 重工: 
L=rxmwv. (5.1) 
角 动 量 又 称 动量 和 矩 ,是 描述 物体 运动 特性 的 重要 物理 量 之 一 . 
(5.1) 式 两 边 对 时 间 上 求 微 商 得 


= 了 Xmvtrxm 9 
因 9 入 = ,所 以 右边 第 一 项 为 零 . 考虑 到 mm 92 = 下 ,得 
dL 
d=M,， (5.2) 
式 中 
M=rxF (5.3) 


是 质点 所 受到 的 对 坐标 原点 的 力矩 . (5.2) 式 表明 :质点 角 动 量 的 变化 率 等 于 质 
点 所 受到 的 力矩 ,这 就 是 质点 角 动 量 定 理 . 如 果 作 用 在 质点 上 的 力矩 为 零 , 则 质 
点 的 角 动 量 守恒 . 角 动 量 守恒 的 最 重要 的 一 类 运动 是 质点 在 中 心力 作用 下 的 运 
动 . 这 种 情况 下 ,以 力 心 为 坐标 原点 ,质点 初始 时 刻 的 矢 径 r。 和 初速 度 w， 两 个 
矢量 确定 一 平面 , 则 力 和 速度 均 在 此 平面 内 ,内 此 质点 将 恒 在 此 平面 内 运动 . 取 
平面 极 坐标 ,中 心力 可 表示 为 = FF(y)e,, 因 此 质点 所 受到 的 力矩 
M=rxF=re,xF(r)e,=0, 


14 第 一 章 ”牛顿 动力 学 方程 


所 以 质点 的 角 动 量 守恒 : 
L =rxmv=re,x m{re, 十 ree，) 
= mr? 你 二 常 撩 量 . 

第 三 章 中 将 详细 讨论 这 类 运动 . 

有 时 质点 所 受 的 总 力矩 虽 不 为 零 ,但 力矩 在 某 一 固定 的 方向 的 分 量 昼 为 零 ， 
则 此 方向 上 的 角 动 量 分 量 守 人 重 . 例如 质点 只 受 重力 矩 的 作用 时 ,由 于 和 曹 力矩 恒 
在 水 平方 向 ,因此 铅 直 方向 的 角 动 量 守 恒 . 

质点 系 的 角 动 量 定义 为 

L = > ，r， Xx mv,. (5.4) 


9 
和 Dn x m, 到 


- > x (F'® 十 F"). 
上 式 右边 第 二 项 内 力矩 之 和 可 表示 为 


Sy, x FY = Sy, x >》 下， 一 二 Bp xF., 
i=1 i 1 J 


t=1 ji! 


在 右 端的 求 和 中 ,对 于 任 一 项 r, x F,,, 必 有 
与 之 对 应 的 另 一 项 r, x F;. 将 这 两 项 合 在 
一 起 得 

rxXF,+t+rxF,, (rr)xF, =r,XF,, 
从 图 1.8 可 知 ,在 质点 ) 和 质点 i 的 连 线 方 
向 ， 一 般 情况 下 严 的 方向 和 是 平行 的 ,两 
者 的 矢量 积 为 零 . 由 此 可 以 推断 ; 


| (1) 
Sr FPF, = 0- 图 1.8 


于 是 
于 = Drix Fr. (5.5) 
i=1 


这 就 是 质点 系 的 角 动 量 定理 :质点 系 角 动 量 的 变化 率 等 于 作用 在 质点 系 上 所 有 
外 力矩 的 和 ,与 体系 内 部 的 相互 作用 无 关 . 如 果 质 点 系 所 受到 的 外 力矩 为 零 , 则 
体系 角 动 量 守恒 ;在 某 一 固定 方向 的 外 力矩 为 零 , 则 角 动 量 在 该 方向 的 分 量 守 


恒 


以 上 所 讨论 的 角 动 量 和 力矩 都 是 对 惯性 系 中 的 坐标 原点 而 言 的 . 对 惯性 系 
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中 其 他 任 一 点 王 来 说 ,和 角 动 量 和 力矩 仍 有 意 
义 . 如 图 1.9 所 示 ,质点 系 对 P 点 的 角 动 量 


和 力矩 可 表示 为 


[a nn 

Sm， we Ce) 
L» = Drix mov, Mp = SrixF ， 

r=1 


i=1 


其 中 是 第 i 个 质点 对 P 点 的 位 置 矢量 ， 
mm,v ,是 惯性 系 中 第 i 个 质点 的 动量 ,利用 


r=rptr,, 


可 以 得 出 上 L;, .Mp 和 LIL 、M 之 间 的 关系 ; 


L = > (rn 十 r';) XMUu; = rpXm.vcet+ Lp, 
i™l 


LD 
M = ret+r’) x FF 一 rp X 下 和 + Mop. 
全 1 


将 这 两 个 表示 式 代 人 (5.5) 式 并 考虑 到 由 ,Se = Fm ,得 


dLp 
dr 


—vpX mvet Mbp. ($5.6) 


上 式 表明 :如 果 已 点 是 惯性 系 中 的 固定 点 ,or =0, 则 对 PP 点 的 角 动 量 定理 仍 保 
持 (5.5) 式 的 形式 ;如 果 w; 却 0, 一 般 情况 下 角 动 量 定 理 就 不 再 保持 (5.5) 式 的 形 
式 . 但 有 例外 ,如 果 P 点 是 质点 系 的 质心 C ,或 wp 和 me 在 运动 过 程 中 永远 平行 ， 
则 (5.6) 式 右边 第 一 项 为 零 , 角 动 量 定理 仍然 保持 原 有 的 形式 . 对 质心 C 而 言 ， 


我 们 有 
L=rce Xm.vcect+L., (5.7) 

dL 
于 = Me. (5.8) 


图 1.10 


以 上 均 在 惯性 系 中 讨论 , 非 惯 性 系 中 角 动 
量 定理 的 一 般 表 示 式 留待 第 五 章 中 讨论 . 但 
这 里 我 们 先 指出 ,对 于 跟随 质点 系 质心 平 动 的 
参考 系 一 一 质心 系 ( 当 质 心 有 加 速度 时 , 质心 
系 不 是 惯性 系 ), 角 动量 定理 也 和 (5.5) 式 的 形 
式 相 同 . 如 图 1.10 所 示 ,我 们 用 Cr'y'z' 表 示 
质心 系 , 用 六 .mo AM 表示 质心 系 中 相应 
的 量 , 则 
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M = Sr x 下 . 
这 里 的 工 - 和 (5.7) 式 中 的 工 - 在 概念 上 是 不 同 的 ,两 者 虽然 都 是 对 同一 点 C 来 
说 的 ,但 工 中 的 w;， 是 质心 系 中 第 ; 个 质点 的 速度 ,二 - 中 的 vw, 则 是 惯性 系 中 第 i 
个 质点 的 速度 ,v ,一般 和 w 不 相同 ,因而 L 和 LIL 是 不 同 的 两 个 量 . 但 是 可 以 
证 明 这 两 个 量 实际 上 却 是 相等 的 , 下 面 给 出 这 一 证 明 . 
由 图 1.10 知 

ri=retr’,, 
随 边 对 1 求 微 商 ,得 

v= UV-+y', (5.9) 
代入 Le 的 表示 式 得 


所 

和 的 2 的 

L.. = Sr X Mv 一 (Sr’ )x vec+ 上 . 
:=1 i=1 


根据 质心 定义 ， pr = mr%, 质心 系 中 质心 的 位 置 矢量 r$ 显然 为 零 ,因此 
L.=L.. (5.10) 
由 于 在 不 同 参考 系 中 对 同一 个 点 的 力矩 的 形式 是 相同 的 , 即 


< = 


| 
一 


Me = RM = OrixF, 


因此 将 它 和 (5.10) 式 一 并 代入 (5.8) 式 ,得 
dL ， 
dr 一 M ， 


这 就 证 明了 质心 系 中 的 角 动 量 定理 和 惯性 系 中 的 角 动 量 定理 有 相同 的 形式 . 


质点 的 动能 
T=Fmv (6.1) 
对 上 式 两 边 微分 得 
dT=mv dv = 入 和.dr = Fdr. (6.2) 


右边 是 力 F 所 作 的 元 功 . (6.2) 式 表明 :作用 在 质点 上 的 力 F 所 作 的 功 , 等 
于 质点 动能 的 增加 . 这 就 是 质点 的 动能 定理 . 
质点 系 的 动能 : 
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下 = 了) 了 = > Fm (6.3) 


应 用 (6.2) 式 可 得 
dT = > = > 下 9， dr， 十 > 下 (1) ‘dr,. (6. 4) 


这 就 是 质点 系 动能 定理 :质点 系 动能 的 增加 ,等 于 外 力 和 内 力 所 作 的 元 功 之 和 . 
需要 指出 的 是 ,在 质点 系 的 动量 定理 和 角 动 量 定理 中 ,内 力 均 不 必 考虑 ,而 动能 
定理 则 需要 考虑 内 力 . 这 是 因为 动能 是 标量 ,各 对 内 力 所 作 的 功 一 般 不 能 互相 
抵消 

在 导出 (6.2) 式 时 ,我 们 用 了 wm 人 = 下 的 条 件 . 因此 上 面 导出 的 动能 定理 


是 对 惯性 系 而 言 的. 在 非 惯 性 系 中 ,动能 定理 一 般 不 再 具有 上 面 的 形式 . 但 是 
对 坐标 原点 固定 在 质心 上 的 质心 系 而 言 ,其 动能 定理 仍 具 有 (6.4) 式 的 形式 . 下 
面 我 们 要 先 找 出 惯性 系 中 的 动能 和 质心 系 中 的 动能 之 间 的 关系 . 由 (5.9) 式 得 


1] ~ , , 1 , 
了 = Fm vet VO) (V+U,)= Met 了 ， (6.5) 
其 中 
+ | 1 "2 
T 一 > FT iV (6.6) 


为 质心 系 中 质点 系 的 动能 . (6.5) 式 表明 :质点 系 的 总 动能 等 于 质点 系 全 部 质量 
集中 在 质心 并 以 质心 速度 运动 的 动能 ,加 上 各 质点 相对 于 质心 系 的 动能 . 这 一 
关系 通常 称 为 寇 尼 希 {Konig) 定 理 . 

利用 寇 尼 希 定理 ,(6.4) 式 的 左边 可 表示 为 


dT = m. So “dre +dT = Po ,dre + dT’, 


而 (6.4) 式 的 右边 可 表示 为 
SF + FY). (dre+dr’) 


= PF “dre+ DF + FO). dr,. 
因此 ,得 z 
dT” = = oF" dr’ + PF: dr, (6.7) 
这 就 是 质心 系 中 的 动能 定理 , 它 和 惯性 系 中 的 动能 定理 形式 相同 . 
如 果 作 用 在 质点 上 的 力 FF 仅 与 质点 所 在 的 位 置 有 关 , 则 此 力 对 质点 所 作 的 
功 


W = | Frdr=| Fdr+Fdy+F.dz (6.8) 


"0 TO" Yo So 
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是 一 个 线 积分 . 在 一 般 情况 下 ,这 个 积分 的 值 和 运动 路 径 有 关 . 但 如 果 存 在 一 
个 单 值 函数 V(r) ,满足 条 件 


F=—-Y V(r), (6.9) 
则 
F dr = (FFdr + dy + de)-- dV. (6.10) 
于 是 所 作 的 功 
W = | Pdr = Vr) Vr) (6.11) 


只 与 质点 的 始末 位 置 有 关 , 与 运动 路 径 无 关 . 满足 条 件 (6.9) 式 的 力 称 为 保守 
力 . 根据 天 量 分 析 ,下 为 保守 力 的 条 件 也 可 表示 为 


vxF=0. (6.12) 
将 (6.10) 式 代入 质点 的 动能 定理 ,得 
dT= -dvV. 
对 上 式 积分 得 
T+ V=E= 常 数 . (6.13) 


我 们 称 函 数 V(r) 为 物体 的 势能 . 动能 与 势能 之 和 是 物体 的 机 械 能 . 从 上 面 的 
讨论 可 知 ,如 果 作 用 在 质点 上 的 力 F 不 作 功 或 下 为 保守 力 , 则 质点 的 机 械 能 守 
恒 . 这 就 是 机 械 能 守恒 定律 . 

当 内 力 和 外 力 已 知 时 ,质点 系 的 势能 可 由 (6.10) 式 积分 得 到 


V = BDF? + FE). dr + V,. (6.14) 


式 中 常数 V。 和 势能 零点 的 选取 有 关 , 积 分 路 径 可 以 任意 选取 . 

我 们 来 求 两 体 中 心力 相互 作用 的 势能 的 表示 
式 . 如 图 1,11 所 示 , 设 rr 和 分别 为 质点 1 和 
质点 2 的 矢 径 ,r 为 质点 1 相对 于 质点 2 的 矢 径 ， 
则 质点 1 所 受 的 力 为 : 


F,=F= + F(r)=, 
式 中 正 号 对 应 于 斥 力 , 负 号 对 应 于 引力 . 质点 2 


受到 的 力 为 四 11 
F,=-F. 


因此 体系 的 势能 为 


Vv =- [|F dri+ [Fae dr 
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= |F(r)dr. (6.15) 


上 式 表明 两 体 中 心力 的 相互 作用 只 与 两 物体 的 相对 位 置 有 关 . 
最 重要 的 两 体 中 心力 是 与 距离 平方 成 反比 的 力 : 


如 果 把 两 质点 相 中 无穷 远 时 相互 作用 势能 取 为 零 , 则 由 (6.15) 式 ,两 质点 相距 为 
r 时 的 势能 为 


V = | Sqr = 二 . 
六 r 


排斥 力 (x >>0) 的 势能 为 正 , 吸 引力 (a<0) 的 势能 为 负 . 


人 1.7 变质 量 运动 方程 


变质 量 体 系 可 分 为 两 类 : 一 是 质量 随时 间 增加 | 9 >0 |， 如 形成 中 的 雨滴 ; 


二 是 质量 随时 间 减少 | 他 + < 0 ) ,如 发 射 的 火箭 ， 这 两 类 问题 均 可 用 质点 系 动量 


定理 导出 其 运动 方程 ,而 且 方 程 的 形式 是 一 样 的 . 
设 在 1 时刻 ,体系 的 质量 为 mr ,速度 为 w . 在 1+At 时 刻 , 有 Am 的 质量 从 
m 中 分 离 出 去 , 它 的 速度 为 u, 留 下 部 分 的 质量 变 为 m - Am ,速度 变 为 wv + 
v . 因此 ,在 时 刻 1, 体系 的 动量 为 
pi=mwvw, 

在 时 刻 :+ A: 时 ,体系 的 动量 为 

pi:=(m—-Am)(v +Av )+Amu. 
由 此 得 

Ap=py—- pmAv -Am(v — wu), 
上 式 最 后 一 步 略 去 了 二 阶 小 量 AmAw . 体系 动量 的 变化 率 为 


dp _ lim Ap_mdv + 2 ( 
dt aoo At dt dr*™ 


若 体系 所 受 的 外 力 为 下 , 则 由 动量 定理 得 : 


放生 —u)=F. (7.1) 


这 就 是 变质 量 体 系 的 运动 微分 方程 . 对 于 火箭 , 式 中 wv 为 火箭 的 速度 ,wu 为 排出 
废气 的 速度 . 在 火箭 理论 中 ,有 意义 的 不 是 废气 的 绝对 速度 & ,而 是 废气 相对 于 


—w). 
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火箭 的 相对 速度 %,. wv ,的 方向 和 火箭 前 进 的 方向 相反 ,如 果 令 e, 为 火箭 前 进 
方向 (轨道 切线 ) 的 单位 矢量 , 则 w, 可 表示 为 
立夏 一 了 三 一 也 el. (7.2) 


于 是 ,火箭 的 运动 方程 可 写 为 


mi dr UU ge 
或 
m dV FF+F (7.3) 
dt R 
式 中 
下 三 一 Ce = KLVyei， (7.4) 
其 中 = | 5 | 是 单位 时 间 内 所 消耗 的 燃料 . 


(7.3) 式 是 火箭 运 动 的 基本 方程 式 , 称 为 密 吹 尔 斯 基 (H. B. Memepckui， 
1859 -1935) 方 程 . 把 它 和 不 变质 量 的 运动 方程 m 名 = 下 比较, 可知 Fe 即 为 
火箭 喷射 废气 所 得 到 的 推力 (7.4) 式 表明 :要 增加 火箭 的 推力 ,应 从 提高 x 值 
和 w, 值 着 手 . 

下 面 我 们 讨论 密 敬 尔 斯 基 方 程 的 求解 问题 . 我 们 只 讨论 最 简单 的 一 种 情 
况 :忽略 重力 和 阻力 ,并 设 相对 速度 v, 为 常量 . 这 时 (7.3) 式 变 为 


dv, dm 
Wd rd 
或 = 2. (7.5) 
如 果 设 
m= mof(t), (7.6) 
式 中 mo 为 起 始 质量 , (i) 是 放出 燃料 所 遵循 的 函数 ,f(0) = 1, 则 (7.5) 式 变 为 
du df 
本 广 ， (7.7) 
对 上 式 积 分 得 
v= — vlnf+C. 
设 当 :=0 时 ,=z, 则 CI= vj ;因而 
v= vo vln f= wot wln {7.8) 


令 mo 代表 空 火箭 的 质量 ,mm 代表 火箭 所 带 的 燃料 的 质量 ,在 we =0 的 条 件 下 ， 
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由 (7.8) 式 得 燃料 终了 时 火箭 所 具有 的 速度 为 
Mot =2.3vle[1+ 2 ] (7.9) 


vt= vln 
0 


(7.8) 和 (7.9) 式 就 是 所 要 求 的 火箭 运动 的 方程 式 . 通常 把 mjm, 叫做 齐 奥 尔 
科 夫 斯 基 (IIromkoBckni) 数 ,并 以 = 表示 . 

由 (7.9) 式 可 以 得 出 以 下 结论 :(1) v 和 vw, 成 正比 ;(2) 增 大 燃料 喷射 速度 
v, 比 增 大 燃料 的 数量 产 有 效 得 多 . 

如 果 ww =2 km/s, 那 么 要 使 这 种 火箭 的 最 大 速度 能 够 超过 第 一 宇宙 速度 
(8 km/s) , 则 齐 奥 尔 科 夫 斯 基数 z 约 在 100 左右 , 即 燃料 的 质量 应 比 空 火箭 的 质 
量 大 100 倍 . 如 计 人 地 球 引 力 和 空气 阻力 ,这 一 比值 还 要 大 . 因此 目前 都 采取 多 
级 火箭 的 方案 来 发 射 人 造 卫 星 ,以 不 断 减轻 火箭 本 身 的 质量 mm ,提高 它 的 飞行 
速度 . 这 样 齐 奥 尔 科 夫 斯 基数 就 可 减 小 . 根据 计算 ,如果 用 三 级 火箭 来 发 射 人 
造 卫星 ,只 要 用 比 卫星 重 1 000 ~2 000 倍 的 燃料 就 够 了 . 如 果 继 续 增 加 火箭 的 
级 数 , 效 果 并 不 显著 ,所 以 通常 认为 用 三 级 或 四 级 火箭 来 发 射 人 造 卫 星 是 比较 理 
想 的 . 


"$1.8 综合 例题 


以 上 各 节 介 绍 了 牛顿 力学 的 基本 理论 ,本 节 通 过 几 个 例题 来 讨论 如 何 应 用 
这 些 理论 求解 一 些 简单 的 力学 问题 . 

{ 例 1】 长 距离 自由 落体 . 试 求 彗 星 在 万 有 引力 作用 下 从 距 太 阳 a 处 到 处 所 用 的 时 
间 , 其 中 4 >>5 污 R,R 为 太阳 半径 ， 

解 : 质量 为 m 的 在 星 在 质量 为 sn 的 太阳 的 引力 - Gm m/z 的 作用 下 运动 ,因为 > 六 
R ,所 以 在 长 距离 尺度 上 作 一 维 “ 自 由 落体 ”. 运动 微分 方程 为 


mz = -Gr. (1) 
给 (1) 式 两 边 同 乘 以 dz 得 
mzdz = -@G 二 一 dz， (2) 


积分 (2) 式 ,并 利用 初始 条 件 :=0 时 ,zx=a,z=0, 得 到 
mGmm (二 -二 ). (3) 
此 式 亦 可 直接 写 出 ,因为 移 项 后 就 表示 了 能 量 守 便 . 


从 (3) 式 有 = -A/ 2Gm (二 -十 ) ,其 中 根 号 前 的 ( - ) 号 源 于 所 选择 的 = 轴 方 向 与 运 


动 方向 相反 [见方 程 (1)]， 所 以 
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—1 「 4 
:= dz， (41) 
VIGm JoyY CE 一 
令 z=all-r),dz= 一 2ardr, 则 (4) 式 变 为 
2 /Tr dx， (5) 
部- 


将 积分 公式 | v 1-x dzr-= 于 < Vl-x 十 于 arcsinx 用 于 (5) 式 中 的 积分 ,从 而 得 到 所 求 
时 间 为 


A FE 5 人 (2 A/ 1-— 2 Farcsiny 1 之 ) (6) 


当 5<a 时 ,(6) 式 简化 为 :之 xa 132Gm . 例如 , 取 a=50000AU 和 6=1AU(lAU= 
1.495 9787Xx10" m), 则 zz 守 4xX10 sl1.3x10°a 
【 例 2】 用 一 轻 强 竖 直系 着 一 质量 为 mm .加 半径 为 RR 的 光滑 大 环 ， A 


为 m 的 光滑 小 环 . 设 小 环 以 更 止 状态 从 大 环 顶部 滑 下 . 求证 大 环 可 上 升 的 条 件 为 mn 宇 > 


pn 
解 ; 受 力 分 析 如 图 1.12 所 示 . 设 一 个 小 环 给 大 环 的 作用 力 为 -下 、, 则 大 环 处 于 力 平衡 
状态 时 


2 


Fr=2Fcos 8+ mg. (1) 
小 环 的 运动 微分 方程 为 
mgcos 日 - Fv = mRe’, (2) 
mgsin =m RO. (3) 
积分 (3) 式 并 利用 初始 条 件 6=0 时 ,6 =0, 得 到 
mg(l 一 cos 9) = 3 mR (4) 


将 (4) 式 代入 (2) 式 ,得 出 下 、 = mg(3cos 8 一 2), 将 此 FF、 代 
入 (1) 式 ,得 


Fr=2mg(3cos 0 —2)cos 6+ m'g. (5) 图 1.12 
当 Fi 所 0 时 大 环 可 上 升 ,将 Fr =0 代 和 人 (5) 式 ,得 到 关于 
cos 0 的 二 次 代数 方程 式 ,其 解 为 


-1 3 
0 (1 ) 5 
cos 二 本人 1+A/1 了 (6) 


有 此 解 的 条 件 为 1- 3 2 0 ,好 六 着 为 大 环 可 上 升 的 条 件 . (6) 式 中 取 ( + ) 号 表示 了 大 


水 开 始 上 开 时 小 环 所 处 的 角度 所 满 呈 的 关系 区 
【 例 3】 某 质 点 沿 如 图 1.13 所 示 的 摆 线 ; = 4Rsin q 运动 ,其 中 R 为 圆 的 半径 ,p 为 轨 
道 切线 与 x 轴 的 夹 角 . 如 果 gq 为 常量 , 试 求 该 质点 的 加 速度 量 值 . 
解 : 摆 线 是 指 圆周 设 x 轴 纯 滚动 时 其 上 一 点 P(z,y) 的 轨迹 ， 
r= R(O- sin 0), (1) 
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图 1.13 


y= R(1- cos 68). (2) 


ds = (3) + ( 昌 ) ae=zRwn 他 d9 ,并 选择 坐标 原点 的 2=0, 得 到 


(0)=4R(1-cos 地 ). 


而 切线 斜率 tan pg- 匀 = 了 时 人 =cor 了 = -tan (于 + 子 ). 取 p= 子 x- 必 , 当 9 从 0 增 


加 到 2x 时 ,9 从 3 减少 到 于 将 针 = 子 x -代入 (3) 式 便 得 到 了 s(g) = 4Rsin g. 
在 本 题 中 ,因为 轨道 方程 s(g) 已 知 , 所 以 采用 自然 坐标 系 . 由 ;= 4Rsin p 得 
v=s=4Rpcos p， 
ai = 也 = — 4Rg’ sin 9. 
再 由 p=ds/dgp 一 4Reos gp 得 


最 后 得 加 速度 
Q&= 一 4RPp sin pe, + 4Rp? cos 9 el，， 
其 量 值 
a=Var+as=4RP*. 

[讨论 ] 虽 然 a. 和 a, 均 不 是 常量 , 即 质点 沿 切 向 和 法 向 的 加 速度 是 其 位 置 的 函数 ,但 是 
& 是 常量 . | 

【 例 4】 设 有 总 长 为 /单位 长 质量 为 6 的 一 列 小 方块 ,方块 之 间 用 轻 短 绳 相连 . 起 始 时 
排列 放置 在 桌面 上 , 右 端 正好 排 到 桌 缘 ,小 方块 与 桌面 的 动 摩擦 因数 为 x. 然后 用 一 恒 力 下 
治水 平方 向 从 左 端 推动 这 列 方块 , 求 当 左 端 刚好 达到 桌 缘 时 这 列 方块 的 速度 , 

解 : 如 图 1.14 所 示 ,水 平方 向 和 竖 直 方向 两 个 变质 量 方块 串 的 运动 方程 分 别 为 


SF (pt) = prpg -下 -Fn， (1) 
ES (p58) = pw Fr, (2) 

在 转角 处 , 微 元 pdi 满足 
odir =Fy+FritFrj, (3) 


当 pd1 一 0 时 ,方程 (3) 给 出 Ti = T: = FEsN2. 将 此 结果 代入 方程 (1) 和 (2) ,并 相 减 得 
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， . F 
fw 一 zt = gy ~ tug + 万 ， (4) 


将 约束 条 件 x + y= ! 代入 方程 (4) 得 
3= (7) ty (5) 


给 (5) 式 两 边 同 乘 以 dy 再 作 积 分 ,并 利用 初始 条 件 :=0 
时 ,v=0,y=0, 得 到 


“， ， 
2 ty (6) 图 1.14 
将 y=7 代 人 (6) 式 ,得 到 所 有 小 方块 刚好 全 部 下 垂 时 的 速度 为 
y= V2Flot+(l -pn)g. (7) 
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本 节 再 讨论 一 个 有 实际 意义 的 力学 问题 一 一 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 . 
地 球 是 一 个 磁体 ,周围 有 地 磁场 存在 , 地 球 的 大 气 层 中 有 电离 层 ,由 大 量 的 带电 
粒子 (电子 、 正 离子 负离子) 所 构成. 从 宏观 尺度 来 看 ,这 些 带电 粒子 的 正 负 总 
电荷 量 正 好 相等 . 电离 层 中 的 电离 气体 又 可 称 为 等 离子 体 . 
太阳 也 是 由 等 离子 体 构成 的 ,不 断 从 太阳 吹 向 地 球 的 所 谓 “ 太 阳 风 ” ,实际 就 
是 带电 粒子 流 , 这 些 带电 粒子 受到 地 磁场 的 作用 时 ,形成 丰富 的 物理 现象 ,例如 
北极 光 的 形成 就 与 此 有 关 . 
近年 来 , 受 控 核 聚变 的 研究 取得 不 少 进展 ,设计 受 控 磁 约束 聚变 装置 必须 充 
分 了 解 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 规律 . 
本 节 从 牛顿 力学 方程 出 发 ,分 析 单个 粒子 的 运动 规律 ,得 到 带电 粒子 在 电磁 
场 中 运动 的 一 些 基 本 特征 . 
电荷 量 为 g ,质量 为 六 的 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 方程 为 
mr(t)=oE(Oryr)+orx 了 ri)， (9.1) 
式 中 ”为 粒子 的 位 置 矢量 ,已 是 电场 强度 ,B 是 磁感应 强度 . 
带电 粒子 在 地 磁场 中 运动 时 ,还 会 受到 其 他 外 力 下 (r,ti) 如 万 有 引力 等 的 
作用 . 假定 其 他 外 力 对 带电 粒子 的 作用 远 小 于 电磁 场 的 作用 ,我 们 可 把 它 略 去 . 
下 面 逐 步 分 析 带 电 粒 子 在 电磁 场 中 的 运动 规律 . 
(1) 均匀 恒定 磁场 中 的 带电 粒子 
带电 粒子 在 恒定 磁场 中 的 运动 所 满足 的 牛顿 方程 为 
mr (ti)= or(t)xB, (9.2) 
把 恒定 磁场 B 的 方向 取 作 直角 坐标 的 z 轴 的 正 向 , 即 B= Bk. 于 是 
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"= (rx Bk), (9.3) 
把 天 点 乘 上 式 , 便 可 得 到 ， 

k:r= z(t)=0. (9.4) 
这 表明 

zx(!)= 常量 ， (9.5) 


即 带电 粒子 沿 z 轴 方 向 的 速度 分 量 不 变 , 原 因 是 洛 伦 兹 力 的 方向 牌 直 于 B ,于 
是 平行 于 磁场 方 回 运 动 的 市 电 粒 子 并 不 受 力 , 所 以 这 一 速度 分 量 不 发 生变 化 . 
其 次 ,将 r+ 点 乘 (9.2) 式 ,我 们 得 到 


mi 了 = 三 m=0， (9.6) 
于 是 
T=m 产 = 常量 . (9.7) 


这 意味 着 ,由 于 磁场 B 对 带电 粒子 的 作用 力 始终 与 粒子 的 速度 正 交 , 它 不 对 带 
电 粒 子 作 功 ,因而 粒子 的 动能 守恒 . 

由 于 二 w+ wv ,这 里 ww 和 > 分 别 是 平行 于 磁场 和 垂直 于 磁场 的 速度 
分 量 , 因 而 粒子 的 动能 工 可 以 分 成 两 部 分 : 


T= 了 mo 二 = 常量 . (9.8) 
既然 由 (9.5) 式 知 vs = * 为 常量 ,于 是 由 (9.8) 式 得 出 
v, 三 常量 ， (9.9) 


即 粒 子 垂直 于 磁场 方向 的 速度 分 量 v_ 的 大 小 也 不 变 . 
把 (9.3) 式 的 分 量 方程 写 出 ,有 


Zr)=Qy(r)， 


y(1)= ~ Qtr(1), (9.10) 
z (1)=0; 
式 中 
0= 双 (9.11) 


称 作 粒子 的 回旋 频率 , 它 是 等 离子 体 物理 学 中 一 个 重要 的 特征 出 . 

(9.10) 式 虽然 是 从 非 相 对 论 性 的 牛顿 力学 导出 的 .但 在 相对 论 力学 情况 下 ， 
只 要 把 取 作 粒子 的 相对 论 质 量 , 它 仍然 成 立 . 

我 们 下 面 来 求 带电 粒子 的 运动 轨迹 . 把 方程 (9.10) 的 孚 两 个 方程 分 别 对 时 
癌 琳 求 旦 一 次 ,就 可 得 到 下 列 两 个 方程 : 
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T(t1)+Q:x(t)=0, 
人 。 (9.12) 
vy (1)+ f° y(t)=0; 
其 解 为 
rt)=wv cos(Qt+a), 
(= -vo sin(Qt+a), (9.13) 
式 中 a 是 任意 常量 . : 
把 (9.13) 中 的 两 式 对 时 间 再 积分 一 次 ,得 到 粒子 的 轨迹 方程 为 
z(1) = sin( Qt + a) + zo, 
(9.14) 


CL 


y(t)= 5 cos( Qt +a)t+ yo. 


把 (9.10) 式 中 的 第 三 个 方程 对 时 间 积 分 两 次 后 
得 到 
z(1f)=v, t+ zo. (9.15) 
(9.14) 式 表示 带电 粒子 垂直 磁 感 线 作 横向 
的 匀速 圆周 运动 ;(9.15) 式 表示 带电 粒子 沿 磁 场 
方向 作 匀 速 直线 运动 . 
如 果 观 察 者 站 在 一 个 运动 的 平面 
z(1)=vutt+ zo (9.16) 
上 来 观察 ,那么 他 看 到 的 带电 粒子 的 运动 轨迹 是 
一 个 以 (zo ,wo) 为 圆心 的 圆 , 这 个 圆心 称 作 带 电 
粒子 的 引导 中 心 . 区 的 半径 
r =v/lQ =v millglB (9.17) 
称 作 回旋 半径 . 在 同样 的 磁场 中 , 即 B 一 定时 ， 
由 于 电子 质量 远 小 于 离子 质量 ,于 是 当 两 者 的 
v | 相等 时 ,电子 的 回旋 半径 远 小 于 离子 的 回旋 
半径 . 
由 于 0 与 g 成 正比 ,于 是 在 (9.14) 式 中 , 带 图 1.15 
电 粒 子 的 回旋 方向 与 g 的 正 负 有 关 , 正 电 粒 子 与 负电 粒子 的 回旋 方向 相反 ( 参 
看 图 1.15). 
对 于 静止 的 观察 者 ,带电 粒子 绕 磁 感 线 作 螺旋 运动 ,其 轨迹 形成 一 个 螺旋 管 
(和 参看 图 1.16)， . 
由 于 无 论 正 电 粒 子 还 是 负电 粒子 , 作 回 旋 运 动 时 所 感 生 的 磁场 总 是 与 外 加 
磁场 B 的 方向 相反 ,因而 等 离子 体 是 一 种 具有 逆 磁 性 的 介质 . 
(2) 在 均匀 恒定 电磁 场 中 的 带电 粒子 


(b) 
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现在 讨论 不 仅 有 恒定 磁场 B, 而 且 还 有 和 恒定 电场 E 。 8 
存在 的 情况 . 此 时 带电 粒子 将 同时 受到 电场 和 磁场 的 作  。- 一 
用 , 它 的 运动 轨迹 就 比较 复杂 . 

我 们 限于 讨论 均匀 磁场 和 均匀 电场 的 情况 . 仍 把 直 
角 坐 标的 z 轴 取 作 沿 磁场 B 的 方向 ,而 把 电场 EE 分 解 为 
沿 B 方向 的 分 量 E, 和 垂直 于 B 的 分 量 E, ,再 把 直角 
坐标 的 > 轴 取 作 沿 五 ， 的 方向 ,于 是 

B= Bk, 
{Eek 
这 样 ,牛顿 力学 方程 (9.1) 的 z 方向 分 量 方程 成 为 


(9.18) 


本 (2) (b) 
mz (1)= gEy, (9.19) 
把 方程 (9.19) 对 时 间 积 分 一 次 后 得 到 图 1.16 
2 = ht wo,, (9.20) 


式 中 vw. 是 初速 度 沿 z 轴 的 分 量 ,(9.20) 式 表示 沿 磁场 方向 ,粒子 作 匀 加 速 运 
动 . 

既然 沿 = 轴 方 向 的 粒子 运动 情况 已 经 了 解 , 为 了 简化 讨论 ,从 现在 开始 , 假 
定 Ey =0, 于 是 ,我 们 只 讨论 


I (9.21) 
E= Ej : 
的 情况 ,这 样 (9.1) 的 x 、y 方向 的 分 量 方程 成 为 
rx(1)= 0Qy(r), 
上 (9.22) 
把 (9.22) 对 时 间 再 求 一 次 导数 ,可 以 得 到 
和 
ws . (9.,23) 
T(t1)+ 0 r(t)= gEN/m. 
其 解 为 
ri(1)= vy cos(ft+a) + 上 . 
- Bb (9.24) 
y(t)= — vw sin(Q: + a), 


式 中 vv. 与 a 是 由 粒子 初始 条 件 确定 的 常量 ,其 物理 意义 与 (9.13) 式 相同 . 
把 (9.24) 与 (9.13) 式 比较 后 可 以 看 出 ,粒子 除了 围绕 其 引导 中 心 作 圆周 运 
动 外 , 它 的 引导 中 心 还 沿 着 z 轴 方 向 漂移 ,漂移 速度 为 
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zF 三 百 ， (9.25) 
可 以 把 上 式 改 写成 矢量 形式 , 即 
or (9.26) 


由 (9.26) 式 可 见 , 引 导 中 心 的 漂移 速度 不 仅 垂直 于 如 ,而 且 垂 直 于 EE. 更 要 
注意 的 一 点 是 zf 与 9 无 关 , 即 带电 粒子 的 漂移 速度 与 电荷 的 正 负 和 数值 无 关 . 
因而 在 等 离子 体 中 ,电子 与 离子 的 引导 中 心 将 以 同样 的 漂移 速度 运动 . 

要 实现 受 控 核 聚变 ,必须 把 等 离子 体 加 热 到 10”C 的 高 漫 ,怎样 才能 使 这 么 
高 温度 的 等 离子 体 附 集 不 散 呢 ” 一 条 重要 的 途径 就 是 利用 磁场 来 约 东 带电 粒 
子 . 前 面 的 讨论 表明 ,带电 粒子 绕 均匀 磁场 的 磁 感 线 作 螺旋 运动 ,因而 确实 可 以 
利用 磁场 来 约束 等 离子 体 . 然而 当 等 离子 体 中 由 于 局 部 电 中 性 被 破坏 而 出 现 电 
场 时 ,引导 中 心 将 发 生 横越 磁场 的 漂移 . 此 外 ,磁场 的 不 均匀 性 和 随时 间 变 化 也 
会 引起 引导 中 心 的 深 移 . 磁场 约束 装置 设计 的 一 个 重要 任务 就 是 要 克服 带电 粒 
子 因 这 些 漂移 运动 而 引起 的 损失 . 除了 考虑 单个 带电 粒子 的 运动 外 ,还 需要 研 
究 带 电 粒 子 间 相互 作用 的 集体 效应 ,这 就 要 用 流体 力学 来 进行 分 析 ,读者 可 进 一 
步 参 阅 有 关 的 书籍 . 


习 是 


1.1 质量 为 六 的 质点 ,约束 在 半径 为 > 的 光滑 半球 形 碗 的 内 壁 运动 . 试 应 用 牛顿 第 二 
定律 分 别 用 直角 坐标 . 柱 坐 标 和 球 坐 标 写 出 质点 运动 的 微分 方程 . 
1.2 写 出 约束 在 铅 直 平 面 内 的 光滑 摆 线 
r=a(0— sind), 
y= —a(ll—- cos0) 
上 运动 的 质点 的 微分 方程 ,并 证 明 该 质点 在 平衡 位 置 附近 作 振 动 时 ,振动 周期 与 振幅 无 关 . 
“1.3 证明 单 摆 的 振动 周期 


T=2 守信 
V 0 


并 作 变 数 代 换 sin 9 fs 如 ing, 得 


(Dy 
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式 中 天: 二 si 为 摆 偏离 平衡 位 置 的 最 大 角度 . 


1,4 一 光滑 的 杆 在 水 平面 上 绕 其 上 的 一 点 O 以 等 角速度 w 转动 ,一 质点 被 约束 在 杆 上 
自由 运动 . 已 知 :=0 时 ,质点 离 O 点 的 距离 为 并 相对 于 杆 静 止 . 试 求 质点 的 运动 规律 和 


杆 对 质点 的 作用 力 . 

1.5 车 地 球 总 质量 不 变 , 但 半径 发 生变 化 AR. 试 求 由 此 引起 的 地 球 表面 的 重 为 加 速度 
5 的 改变 . 

1.6 质量 为 产 的 质点 系 在 一 轻 而 无 弹性 的 绳子 4 


的 B 端 , 强 的 另 一 端 A 穿 过 小 孔 . 质点 被 限制 在 一 铅 
直 平 面 内 运动 . 车 以 等 速 拉 强 的 A 端 , 试 应 用 牛顿 第 
二 定律 写 出 质点 的 运动 方程 . 
1.7 一 质点 以 恒定 速率 沿 一 曲线 运动 . 证 明 该 质 
点 的 速度 vw 始终 与 加 速度 a 垂直 . 
“1.8 设 质 点 在 平面 内 运动 的 加 速度 的 切 向 分 量 和 
法 癌 分 量 都 是 常数 ,证 明 质 点 的 轨道 为 对 数 螺 线 . 
1.9 一 质点 用 一 轻 的 弹性 强 系 于 固定 点 A ,绳子 B 
的 固有 长 度 为 4 ,平衡 时 强 的 长 度 为 1 + 71;. 设 质 点 由 
A 点 从 静止 开始 自由 下 落 ,不计 空气 阻力 , 写 出 质点 的 题 1.6 图 
运动 方程 ,并 求 质点 自 A 点 落 至 最 低 点 号 所 需要 时 间 和 A .DD 间 的 距离 . 
1.10 质量 为 m 的 小 球 , 系 于 长 为 ! 的 无 弹性 的 轻 绳 端点 上 , 绳 的 另 一 端 挂 于 4A 点 . 车 
小 球 以 等 速率 沿 水 平 圆周 轨道 运动 ,绳子 与 铅 直线 的 夹 角 为 a, 求 小 球 的 速率 vw. 绳子 的 张力 
Fr 和 小 球 运动 一 周 所 需 的 时 间 . 
"1.11 质量 为 m 的 质点 用 长 为 ! 的 轻 绳 悬 挂 于 口 点 ,开始 时 质点 和 O 点 在 同一 水 平 线 
上 , 距 O 点 为 1 ,然后 从 静止 状态 下 落 . 在 O 点 正 下 方 112 处 有 一 钉子 O', 质 点 在 到 达 最 低 点 
时 绳子 和 0O' 相 碰 , 问 :(1) 质点 在 整个 运动 过 程 中 能 量 是 否 守恒 ,并 说 明 其 理由 ;(2) 质点 在 
经 过 最 低 点 后 ,最 高 可 上 升 到 何 处 ? 


OO!’ 


,一 六) 


题 1.11 图 题 1.12 图 
1.12 如 图 所 示 ,一 质点 沿 着 抛物 线 y* =2pz 运动 ,其 切 向 加 速度 恒 为 法 向 加 速度 的 c 
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音 . 设 质点 经 过 正 焦 弦 的 一 端 A 点 时 的 速度 为 w, 求 质点 到 达 正 焦 蓄 另 一 端 B 点 时 的 速度 . 

1.13 质点 A 约束 在 光滑 水 平平 台 上 运动 ,在 此 质点 上 系 着 一 根 长 为 :的 轻 绳 ,绳子 穿 
过 平台 上 的 小 孔 , 另 一 端 垂直 地 挂 着 另 一 个 质点 B. (1) 问 此 力学 体系 的 动量 、 角 动量 ,能量 
是 否 守 性 ,并 解释 之 ;(2) 用 质点 系 动 量 定 理 写 出 体系 的 运动 微分 方程 ;:(3) 车 1 =0 时 ,质点 


A 离 O 的 距离 为 < ,速度 为 =A/ 258 ,其 方向 垂直 于 OA , 且 ma = ms = 吉 , 证 明 以 后 质点 
AA 离 O 点 的 距离 始终 在 a 和 3a 之 间 ， 

1.14 同上 题 ,但 平台 和 水 平面 成 6 角 , 讨 论 质点 A 的 运动 情况 ， 

1.15 ”一 门 大 炮 的 炮 车 停 在 铁轨 上 ,炮弹 质量 为 m , 炮 身 及 炮 车 质量 为 mm , 炮 车 可 以 无 
摩擦 地 在 铁轨 上 运动 .如果 炮 身 与 地 面 成 一 角度 ,炮弹 对 炮 身 的 相对 速度 为 v,, 试 求 炮弹 
离开 炮 身 时 对 地 面 的 速度 v 及 炮 车 的 反 冲 速度 4. 

1.16 动量 定理 、 角 动量 定理 和 动能 定理 共有 7 个 方程 式 ,这 是 否 意味 着 对 于 任 一 个 力 
学 体系 ,我 们 永远 可 以 从 这 三 个 定理 中 得 到 7 个 独立 的 运动 微分 方程 ? 

1.17 在 光滑 的 水 平面 上 有 两 个 质量 各 为 m 和 ms 的 质点 ,它们 用 一 根 长 为 7 的 轻 棒 
联系 着 ,在 +=0 时 ,质点 A 静止 ,质点 B 的 速度 为 v。, 方 向 垂直 于 AB, 用 同一 组 坐标 写 出 此 
力学 体系 的 动量 、 角 动量 和 动能 的 表示 式 ,并 讨论 其 以 后 的 运动 情况 . 

“1.18 三 个 完全 刚性 的 球 ,质量 分 别 为 m, 、m; 和 m, ,静止 于 一 水 平 直线 上 , 沿 此 直线 
方向 给 第 一 个 球 以 速度 wm , 设 m, ,ms 和 v 为 已 知 , 试 求 第 二 球 的 质量 为 何 值 时 ,才能 使 第 
三 球 经 过 一 次 碰 挤 后 所 得 速度 最 大 ? 

1.19 在 铝 直 平面 内 有 一 光滑 的 半圆 形 管 道 ( 见 图 ) ,半径 为 ,管道 内 有 一 长 为 xr, 质 
量 为 orr 的 链条 . 假定 链条 由 于 轻微 扰动 而 从 管 口 向 外 滑 出 ,试用 角 动量 定理 求 出 链条 位 于 
任 一 角度 9 时 的 速度 


题 1.19 图 


1.20 一 质量 为 m 的 质点 约束 在 对 称 轴 为 铅 直线 , 半 项 角 为 a 的 圆锥 形 漏斗 的 内 表面 
运动 . 汤 斗 的 上 底 半 径 为 Ri ,下 底 半 径 为 R,. 开始 时 质点 具有 水 平方 向 的 初速 度 ww , 离 下 
底 的 高 度 为 六 ( 见 图 ) ,在 运动 过 程 中 靡 擦 力 可 忽略 不 计 . 试问 质点 能 飞 出 漏斗 之 外 , 落 人 漏 
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斗 下 面 和 在 漏斗 内 作 圆 周 运动 三 种 情况 下 v。 和 各 应 满足 什么 关系 ? 

1,21 质量 为 m 的 质点 沿 一 半球 形 光 滑 碗 的 内 侧 以 初速 vo 沿 水 平方 向 运动 , 硫 的 内 半 
径 为 7, 初 位 置 离 碗 缘 的 高 度 为 hh. 求 质 点 上 升 到 硫 口 边缘 而 又 不 至 于 飞 出 硫 外 时 wv。 入 
所 应 满足 的 关系 式 ， 

1.22 质量 为 m ,半径 为 R 的 半球 ,其 底 平 面 放 在 光滑 的 水 平面 上 ,质量 为 m 的 质点 
治 此 半球 面 滑 下 , 设 质点 的 初始 位 置 与 球 心 的 联 线 和 铅 直线 成 a 角 ,并 且 开始 时 系统 是 静止 
的 . 试 求 质 点 绕 球 心 运动 的 角速度 . 

1,23 总 长 度 为 工 的 软 链 放 在 水 平 光滑 的 桌面 上 ,此 时 长 为 1 的 一 部 分 链条 从 桌 上 下 
垂 , 起 始 时 链条 是 静止 的 , 求 当 链条 的 末端 滑 到 桌子 边缘 时 链 的 速度 v 和 所 需 的 时 间 . 

1.24 质量 为 mm 的 小 球 捉 在 半径 为 R 的 光滑 圆 环 上 ,并 可 沿 圆 环 自 由 滑动 . 如 环 在 水 
平面 内 以 等 角速度 w 绕 环 上 一 点 口 转动 , 写 出 小 球 的 运动 方程 . 


pih 
TT TT 


题 1.24 图 题 1.25 图 


1.25 质量 为 m 的 直 杆 可 以 自由 地 在 固定 铅 直 套 管 中 运 动 , 杆 的 下 端 搁 在 质量 为 p“， 
倾角 为 x 的 光滑 直角 劈 上 , 臂 放 在 光滑 的 水 平面 上 , 求 杆 和 劈 的 加 速度 . 

1.26 质量 为 m 的 滑 块 和 一 劲 度 系数 为 k .质量 为 m 的 弹 复 相连 . 假定 弹 筑 的 质量 不 
能 名 略 ,其 形变 可 以 看 成 是 均匀 的 , 求 此 体系 的 振动 频率 ， 

1.27 在 水 平面 上 有 两 根 垂直 相交 (如 图 所 示 ) 的 光滑 细 管 ,管内 分 别 放置 两 个 质量 均 为 
mm ,电荷 分 别 为 +e 和 一 e 的 质点 A 和 8B. 设 :=0 时 ,质点 A 静止 于 作为 x 轴 的 管 中 , 离 交点 
0 的 距离 为 < ;质点 B 位 于 交点 O, 且 具有 和 AO 垂直 的 速度 . 问 这 两 质点 有 哪些 守恒 量 ， 


题 1.27 图 题 1.28 图 
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并 讨论 它们 以 后 的 运动 情况 . 
1.28 光滑 水 平面 上 有 一 质量 为 m 的 质点 ,用 一 轻 强 系 着 ,绳子 完全 绕 在 半径 为 只 的 

圆柱 上 ,使 质点 贴 在 圆柱 体 的 边 上 . :=0 时 给 质点 以 一 径 向 速度 wo. 试问 在 以 后 的 运动 过 

程 中 :(1) 质 点 的 能 量 和 对 圆柱 轴线 的 角 动 量 是 否 守 便 ? (2) 绳子 的 张力 随时 间 怎 样 变化 ? 
1.29 质量 分 别 为 m 和 闫 ,倾角 均 为 a 的 光滑 直角 i 

辟 , 开 始 时 静止 在 光滑 水 平面 上 ,其 相对 位 置 如 图 所 示 . \m 

m 辟 水 平 边 的 长 为 ,mm 壁 水 平 边 的 长 为 1,, 求 m 辟 下 滑 

至 底 端 时 wm 辟 移 动 的 距离 和 所 需 的 时 间 . 

`1.30 垂直 的 粗糙 圆 环 上 套 有 一 个 小 球 ,两 者 之 间 的 
摩擦 因数 为 y. 设 开始 时 小 球 和 环 的 中 心 在 同一 水 平 位 置 题 1 29 图 
上 ,小 球 从 静止 开始 下 滑 至 最 低 点 时 小 球 停 止 运动 , 求 4 
的 大 小 . 

“1.31 求 计 入 重力 后 的 密 软 尔 斯 基 方 程 的 解 . 

`1.32 假定 雨滴 下 落 时 的 形状 为 球形 ,其 质量 增加 率 与 它 的 表面 积 成 正比 . 求 雨滴 下 落 
时 速度 和 时 间 的 关系 . 

“1.33 质量 为 m 的 物体 系 以 软 链 , 沿 倾角 为 a 的 光滑 斜面 下 滑 ,每 单位 长 度 链 的 质量 为 
Pp. 设 开 始 时 物体 静止 于 斜面 的 顶端 , 求 物体 下 滑 的 距离 和 速度 的 关系 . 

“1.34 一 轻 强 跨 过 定 滑轮 的 两 端 ,一 端 挂 着 质量 为 的 重 物 , 另 一 端 和 一 线 密 度 为 o 的 
软 链 连 接 . 开始 时 软 链 全 部 静止 在 地 上 , 重 物 亦 静止 ,后 来 重 物 开 始 下 降 ,并 将 软 链 向 上 提 
起 . 问 软 链 最 后 可 提起 多 高 ? 

1.3$ 总 质量 为 m, .自重 为 m 的 火箭 垂直 发 射 , 设 废气 
相对 火箭 的 速度 为 w ,单位 时 间 消 耗 的 燃料 为 zao, 为 常 
数 . (1) 证 明 :只 有 当 kv,>g 时 ,火箭 才能 起 飞 ;(2) 求 火箭 
能 达到 的 最 大 速度 和 上 升 的 最 大 高 度 . 

“1.36 求 下 列 两 种 情况 下 ,质点 沿 同 一 轨道 运动 时 所 经 
历 的 时 间 之 比 :(1) 在 局 一 势 场 中 两 个 不 同 质量 的 质点 ;(2) 
同一 质点 ,但 势能 乘 上 一 个 常数 a. 

“1.37 质量 相同 的 两 个 物体 A 和 了 B 用 弹簧 连接 (如 图 所 
示 ) ,垂直 地 置 于 地 上 ,原来 静止 . 现 给 物体 A 以 冲 量 了 工 问 了 
要 多 大 才 可 使 B 跳 起 来 ? 

“1.38 两 个 质量 笑 等 于 mm 的 人 站 在 两 个 无 弹性 的 质量 


题 1.37 图 


等 于 m 的 称 盘 上 ,两 盘 用 一 条 经 过 一 定 滑轮 的 强 挂 起 来 . 两 人 之 一 在 地 面 上 跳高 时 能 使 其 
重心 升 高 h, 问 此 人 用 相同 的 能 量 在 称 盘 上 跳高 时 ,其 重心 能 升 高 多 少 ? 
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本 章 用 述 经 典 力学 拉 格 并 日 形式 的 基本 理论 ,以 便 和 牛顿 力学 方程 一 起 用 
于 讨论 后 面 各 章 的 各 种 具体 力学 问题 . 我 们 不 采用 传统 的 从 力学 变 分 原理 导出 
拉 格 朗 目 方程 的 方法 ,而 直接 从 牛顿 第 二 定律 来 导出 拉 格 朗 日 方程 ,包括 最 常用 
的 理想 、 完 整体 系 的 拉客 朗 日 方程 , 非 完整 体系 的 拉 格 并 日 方程 (4 梯子 法 ) 和 带 
电 粒 子 在 电磁 场 中 运动 的 拉 格 朗 日 方程 . 静 力 学 问题 则 作为 拉 格 朗 日 方程 应 用 
的 一 个 特例 来 处 理 . 本 章 最 后 讨论 了 经 典 力 学 中 的 守恒 定律 和 时 空 对 称 性 的 


2.1 理想 约束 达 明 贝尔 方程 


在 $1.3 中 我 们 曾经 指出 ,对 于 由 xn 个 质点 所 组 成 的 受到 个 约束 条 件 的 
质点 系 , 直 接 用 牛顿 第 二 定律 来 解 动力 学 问题 时 ,由 于 方程 中 出 现 了 上 个 约束 
力 ,未 知 函 数 有 3n + 个 . 因此 除了 由 牛顿 第 二 定律 所 给 出 的 3n 个 二 阶 微分 
方程 外 ,还 需要 补充 上 个 约束 方程 才能 求解 . 具体 求解 这 3n + 上 个 方程 时 , 常 
常 先 用 代数 方法 消去 方程 中 的 & 个 约束 力 , 并 利用 个 约束 方程 ,再 消去 个 
不 独立 坐标 ,使 未 知 函 数 从 3n + 个 减少 到 3n -& 个 ,再 着 手 解 剩 下 来 的 37 
一 上 个 方程 . 以 $1.3 中 图 1.7 的 问题 为 例 , 最 先 列 出 的 方程 有 4 个 : 


m(R- Ro’) = Fi, (1) 

m(Ro+ 2Rp) = 0， (2) 

Wn z Fr+r-mpg, (3) 

R—-z=1. (4) 

求解 时 , 先 由 (1)、(3) 二 式 消去 约束 力 Fr ,并 将 (4) 代 人 (3) 消 去 z( 或 RR) ,得 到 
(mt m )E- mRe’ + Mg = 0, (5) 

m(Ro+ 2Rg9) = 0. (6) 


这 两 个 方程 是 我 们 真正 要 解 的 动力 学 方程 , 约 东 力 和 不 独立 坐标 均 已 消去 . 这 
个 例子 只 有 1 个 约束 力 ,因此 从 3n + 个 方程 约 化 为 3n -个 方程 的 运算 并 
不 复杂 .如 末 n 和 k& 的 数目 较 大 ,这 样 的 运算 可 能 就 很 繁琐 . 那么 能 否 像 质 点 
系 动 量 定 理 和 角 动 量 定理 可 使 内 力 在 动力 学 方程 中 不 出 现 那样 ,建立 一 种 新 形 
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式 的 ,约束 力 和 不 独立 坐标 不 出 现 的 动力 学 方程 ,使 写 出 来 的 方程 直接 就 是 实际 
要 解 的 3n -& 个 微分 方程 呢 ? 本 章 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 . 在 这 一 节 中 我 们 
先 讨论 如 何 使 动力 学 方程 中 不 出 现 约 东 力 的 问题 ,为 此 先 要 引进 虚 位 移 和 理想 
约束 两 个 概念 . 

质点 按 动力 学 规律 + = r(i) 运 动 时 ,在 dt 时 间 内 实际 所 发 生 的 位 移 称 为 实 
位 移 ,用 dr 表示 . 以 前 我 们 都 是 在 这 一 意义 下 使 用 dr 这 一 符号 的 . 想象 在 某 
一 时 刻 +, 质点 发 生 一 个 约束 所 许可 的 无 限 小 位 移 , 这 一 位 移 不 是 由 于 质点 实际 
的 运动 所 产生 的 , 它 不 需要 时 间 , 只 要 满足 质点 在 此 时 刻 的 运动 学 约束 条 件 即 
可 . 这 种 位 移 称 为 虚 位 移 ,用 8r 表示 . 算 符 8 的 运算 规则 是 :作用 在 空间 坐标 上 
时 和 微分 算 符 d 的 运算 规则 一 样 ,作用 在 时 间 上 上 则 为 零 , 即 5: =0. 因此 Sr 有 
时 也 称 为 等 时 变 分 . 

一 般 来 说 ,在任 一 瞬时 ,质点 的 虚 位 移 可 以 不 只 一 个 . 璧 如 质点 被 约束 在 一 
曲面 上 ,那么 只 要 不 离开 此 曲面 ,质点 可 以 在 各 个 方向 上 发 生 虚 位 移 . 实 位移 则 
受到 运动 定律 的 限制 ,当时 间 改 变 dt 后 , 实 位 移 只 有 一 个 ,因为 +-=r(1) 是 1 的 
单 值 函数 . 

如 果 约 束 稳 定 , 实 位 移 dr 是 许多 虚 位 移 中 的 一 个 . 对 于 不 稳定 约束 , 实 位 
移 和 虚 位 移 不 一 致 : 如 图 2.1 所 示 ,约束 在 曲面 7 
上 的 一 个 质点 , 若 曲 面 本 身 是 运动 的 ,那么 质点 gr 
的 虚 位 移 Sr 处 在 该 时 刻 质点 所 在 的 切 平面 内 ， /个 Br 
而 实 位 移 dr 不 在 这 一 平面 内 ,因而 dr 就 不 是 Sr 1 
中 的 一 个 . 

力 下 在 虚 位 移 下 所 作 的 功 称 为 虚 功 ,用 8W 
表示 : 

SW = 下 .Sr. (1.1) 
有 一 类 理想 约束 体系 ,其 内 外 约束 力 所 作 的 虚 功 图 2 1 
之 和 可 认为 是 零 . 我 们 用 RN 表示 第 ; 个 质点 所 
受到 的 约束 力 (包括 体系 内 部 的 约束 力 和 外 界 对 体系 的 约束 力 ) ,那么 理想 约束 
可 定义 为 : 
Fs, dr,=0. (1.2) 
下 列 几 种 约束 都 是 理想 约束 . 

(1) 质点 沿 光滑 曲面 运动 ,如 图 2.2 所 示 . 该 曲面 对 质点 的 约束 力 严 , 在 曲 
面 的 法 线 方向 ,不 论 该 曲面 是 静止 不 变 的 ,还 是 随时 间 变 化 的 ,质点 的 虚 位 称 5r 
恒 在 曲面 的 切线 方向 . 因此 

SW = 和 Sr = 10. 
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(2) 质量 可 忽略 的 刚性 杆 所 连接 的 两 个 质点 . 如 图 2.3 所 示 , 用 Fv 和 F， 
表示 杆 作 用 在 质点 P， 和 P, 上 的 约束 力 , 其 方向 在 P, P, 的 连 线 方向 ,根据 牛 
顿 第 三 定律 ,F、 = 一 Fw ,因此 

SW = Fv * 6ri+ Fo ' Sr, = Fu * 6r, 
[a 


A Sr 


图 2.2 图 2.3 


式 中 r= 一 r= P,Pi, 对 于 刚性 杆 , 它 是 常 模 矢 量 , 恒 有 Sr |Lr, 所 以 Sr 也 和 
Fl 垂直 ,因此 
SW = F\, ' Sr = 0. 
刚体 可 以 看 成 任意 两 点 间 受 到 上 述 形式 约束 的 质点 系 . 
(3) 两 个 刚体 以 光滑 表面 接触 . 如 图 2.4 所 示 , 仍 用 F 和 F、, 表 示 两 个 刚 
体 相 互 间 的 作用 力 和 反作用 力 , 则 F、, + F、; =0. 
由 于 两 个 刚体 是 光滑 的 ,可 有 相对 滑动 ,因此 867， 
ssr:. 但 可 以 证 明 Sr, - Sr, 在 两 个 刚体 接触 点 
的 公 切 面 内 . 而 F 和 Fw, 都 垂直 于 公 切 面 ,因此 
SW= Fh Sri + Fh : Sr 
= Fh * (Sr ~ 8r,) = 0. 
下 面 证 明 5r, - Sr, 在 两 个 刚体 的 公 切 面 内 . 图 2.4 
我 们 可 把 Sr， 和 6r; 分 解 为 两 部 分 . 一 部 分 是 两 者 没有 相对 虚 位 移 ,只 是 切 平面 
有 一 虚 位 移 . 我 们 用 6r 表示 由 切 平面 的 虚 位 移 所 产生 的 切 点 已 的 虚 位 移 ， 这 
一 虚 位 移 是 两 者 共同 的 . 另 一 部 分 虚 位 移 是 在 切 平面 不 变动 的 情况 下 ,两 个 刚 
体 各 自在 切 平面 内 的 虚 位 移 ,我 们 分 别 用 Sr; 和 3r; 表示 . 于 是 我 们 得 


6r = 86r+ér), Sr, = 6r + Br,. 


两 式 相 减 得 

ri — Sr, = Sr 一 Sr，， 
由 于 Sr 和 6r; 都 是 在 公 切面 内 的 虚 位 移 , 因 而 Srf - 5r; 必定 在 公 切 面 内 ,所 以 
8r 一 6r; 也 一 定 在 公 切 而 内 . 
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(4) 两 个 物体 以 完全 粗糙 的 表面 相 接触 (不 能 有 滑动 ,只 能 作 纯 滚动 ) ,此 时 

接触 点 的 相对 速度 w, - mw, =0, 约 束 条 件 为 5r, -Sr, =0, 因 此 
SW = 下 Sr +T 开 Sr = 下 (ri 一 Sr ) = 0. 

(5) 两 个 质点 以 柔软 而 不 可 伸 长 的 绳子 相连 接 . 以 $1.3 图 1.7 所 示 的 题 

为 例 . 用 r, 和 r, 分 别 表 示 质 点 mrx 和 mm 的 位 置 , 则 
SW = Fr, :Sr + Fr * Sr, 
= (~ Frer): (SRen + Réges) + Frk° Szk =— FrdBR + Frdz. 
利用 约束 条 件 R 一 z=/, 得 R=6z, 代 入 上 式 即 得 
SW = 0， 

如 果 把 更 复杂 一 些 的 力学 体系 看 成 是 由 一 些 刚 体 和 质点 所 组 成 的 ,那么 从 
上 上 面 的 一 些 例子 可 以 看 到 ,只 要 物体 间 的 连接 是 刚性 的 ,所 有 接触 面 或 是 理想 光 
清 ,或 是 绝对 粗糙 , 则 任 一 复杂 的 力学 体系 均 可 看 成 具有 理想 约束 的 体系 . 在 某 
些 情况 下 ,如 果 略 去 介质 阻力 就 不 能 正确 描述 现象 的 物理 性 质 , 此 时 必须 放弃 理 
想 约 束 的 条 件 ,或 者 将 介质 阻力 看 作 未 知 的 主动 力 ,而 认为 约束 仍然 是 理想 的 ， 
由 于 未 知 介质 阻力 的 出 现 而 缺少 的 方程 则 由 实验 定律 来 补充 . 

以 后 如 不 作 特 别 说 明 总 是 假定 一 切 约束 都 是 理想 的 . 

下 面 我 们 讨论 如 何 把 约束 力 全 部 消去 的 问题 .以 后 我 们 都 用 F\ 表 示 约 束 
力 ,F 表示 主动 力 . 受 约束 的 质点 系 中 每 一 个 质点 的 运动 方程 可 写 为 : 

mr, = Fi+F,, 171=1,2,.,n, 
上 式 可 改写 为 
下 + 下 一 ri 二 0，1 = 1,2,.,n. (1.3) 
给 体系 以 虚 位 移 6r, ,由 (1.3) 式 可 得 
SF, + Fmr,).Sr = 0. 


如 果 约束 是 理想 的 , 则 由 定义 (1.2), 上 式 可 写 为 ， 
2 (F- mr,).ér=0. (1.4) 


这 个 方程 称 为 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 方 程 ,这 是 理想 约束 体系 动力 学 的 普遍 方 
程 ,约束 力 在 方程 中 已 不 再 出 现 了 . 
【 例 】 用 达 朗 贝尔 方程 写 出 $1.3 中 图 1.7 所 示 问 题 的 运动 方程 . 
解 : 此 力学 体系 仅 有 m 和 ww 两 个 质点 , 取 柱 面 坐标 , 则 
FI = 0,F,=— megk, 
ri = Rex, r= zk = (1- RK, 
Br = SRes + Rige,, br, = Bek = SRK， 


ri= (EK- Ry’ ) ex 十 (Rg+ 2Rg)e, ,rT, = zk= Rk. 
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将 它们 代入 和 达 调 贝尔 方程 得 
Mr, 一 mF ) Sr, 


= [mRo: —- (m+m )ER- mg]lR—- nmnR(RgG+ 28p)8p = 0, 
因为 只 和 9 是 两 个 独立 的 坐标 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 SR 和 Sg 的 系数 分 别 为 零 . 由 此 得 
[Cntm )Etmeg = mRe:, 


| Ro+2Rg = 0. 
和 以 前 得 出 的 结果 一 致 . 
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上 上 节 我 们 引进 了 虚 位 移 和 理想 约束 的 概念 后 ,把 质点 系 的 一 般 动力 学 方程 
写成 了 不 再 出 现 约束 力 的 达 朗 贝尔 方程 . 但 达 朗 贝尔 方程 中 的 坐标 一 般 仍 是 不 
独立 的 ,需要 将 约束 方程 代入 后 经 过 化 简 才 能 得 到 通常 形式 的 运动 微分 方程 . 
从 上 节 所 举 的 一 个 具体 例子 来 看 ,化 简 手续 是 很 烦琐 的 . 是 否 有 可 能 把 达 朗 由 
尔 方程 中 的 不 独立 坐标 全 部 化 为 独立 坐标 呢 ? 我 们 将 在 下 节 讨 论 这 一 问题 . 本 
节 先 来 建立 完整 约束 和 广义 坐标 两 个 概念 ， 

约束 是 对 自由 而 言 的 ,是 一 个 纯 运动 学 概念 , 它 强调 力学 体系 在 运动 时 必须 
满足 某 些 规定 的 条 件 . 约束 条 件 必须 通过 约束 方程 的 形式 才能 确切 的 表示 出 
来 . 根据 约束 方程 的 形式 ,可 对 约束 进行 分 类 . 上面 所 讨论 的 理想 约束 和 非 理 
想 约 束 是 一 种 分 类 方法 . 现在 我 们 要 按 完整 约束 和 非 完整 约束 进行 另 一 种 性 质 
的 分 类 . 

完整 约束 是 指 约 束 条 件 只 和 体系 各 质点 的 坐标 r 及 时 间 : 有 关 , 约 束 方程 
可 写成 

frisras'™ ,r,t)=0 (2.1) 
的 形式 . 如 果 一 个 力学 体系 受到 的 约束 都 是 完整 的 ,那么 这 个 体系 称 为 完整 体系 
例如 图 2 .5 ,约束 在 以 角速度 w 作 旋转 的 细 管 内 的 质点 ,约束 方程 为 5 - wt =0; 


38 第 二 章 ” 拉 格 朗 日 方程 


图 2.6 中 双 单 搜 的 约束 条 件 为 e+ vi = /1 ,i ) + (vy 一 Vi ) = 0, 等 等 . 
这 些 约束 方程 都 是 (2.1) 式 的 形式 ,因此 都 是 完整 约束 . 
几 是 完整 约束 ,都 可 以 通过 约 上 东方 程 用 代数 方法 将 不 独立 坐标 消去 . 每 一 
个 完整 约束 方程 可 以 消去 一 个 不 独立 坐标 . 如果 一 个 力学 体系 有 个 完整 约束 

条 件 
f(rioore, rt) =0, 7}= 1,2,..…,k, (2.2) 
则 可 消去 个 不 独立 坐标 , 留 下 的 独立 坐标 数 为 
$= 3n —k. (2.3) 
s 称 为 体系 的 自由 度 . 

如 果 不 能 由 约束 方程 直接 消去 不 独立 坐标 ,这 种 约束 称 为 非 完整 约束 . 非 
完整 约束 有 两 种 情况 . 一 种 是 约束 方程 中 含有 坐标 和 时 间 的 微分 ,在 动力 学 广 
程 未 解 出 以 前 ,不 能 通过 积分 的 方法 把 微分 消去 . 这 种 约束 也 称 为 不 可 积 微 分 
约束 . 例如 一 个 恒 和 地 面 垂直 的 轮子 在 地 面 上 作 纯 滚动 就 是 这 种 情况 ,如 图 2.7 
所 示 . 确定 一 个 垂直 于 地 面 的 轮子 在 空间 的 位 置 要 用 4 个 坐标 , 即 轮 心 的 坐标 
和 >、 轮子 轴线 与 x 轴 夹 角 0、 轮子 绕 自身 轴线 转 过 的 角度 p .但 由 于 受到 纯 


} 


图 2.7 图 2.8 
滚动 这 一 条 件 约束 , 轮 心 的 速度 v= vV x + y 和 轮子 绕 对 称 轴 转 动 的 角速度 g 
之 间 存 在 约束 关系 v= rp,r 为 轮子 半径 . 当 轮 子 不 是 沿 直线 滚动 时 ,x 和 y 不 
仪 积 vv 的 大 小 直接 有 关 , 而 且 还 和 深 动 的 方向 即 9 角 有 关 . 因 w 垂直 于 轮子 的 
轴线 . 而 轴线 和 xr 轴 的 夹 角 为 6, 如 图 2.8 所 示 , 因 此 
[7 = vsin 0， 
Iy =— ucos 8. 
将 约束 方程 v= re 代入 上 述 两 式 得 
1dr — rsin Gdwp = 0， 
iay + rcos Odwp = 0. 
上 式 表明 在 纯 滚动 的 情况 ,x 、vy.0、y 这 4 个 坐标 中 独立 的 坐标 只 有 两 个 ,但 在 
动力 学 方程 未 解 出 前 ,我 们 并 不 能 通过 积分 的 办 法 直接 由 (2.4) 式 消去 两 个 不 独 
芯 坐 标 . 所 以 这 种 约束 是 非 完 整 约 更. 但 是 如 果 轮 子 是 沿 直线 作 纯 滚动 , 则 仍 
然 是 完整 约束 ,因为 此 时 角 9 是 常数 ,不 妨 取 6=0, 则 方程 (2.4) 变 为 


(2.4) 
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dr = 0， 
Idyt+ rdg = 0., 
可 直接 积分 得 
= 营 数 ， 


| 人 
Iy + rp 三 常数 . 
这 是 属于 完整 约束 (2.1) 型 的 约束 方程 . 
刃 一 种 非 完 整 约束 称 为 可 解约 束 或 单 面 约束 ,其 约束 方程 并 不 包含 坐标 和 
时 间 的 微分 ,但 是 包含 一 个 不 等 式 . 例如 用 长 为 /的 柔软 不 可 伸 长 的 绳子 悬挂 
于 固定 点 O 的 质点 ,其 约束 方程 为 
有 
质点 不 能 运动 到 以 O 为 中 心 , 以 / 为 半径 的 球 外 区 域 , 但 质点 可 在 球 内 自由 运 
动 . r+ .vw、z 三 个 坐标 虽然 受到 上 述 条 件 的 约束 ,但 并 不 能 由 此 条 件 将 x .yz 这 
三 个 坐标 中 的 任何 一 个 用 其 他 两 个 坐标 来 表示 ,因而 也 不 是 完整 约束 . 但 是 对 
于 这 种 非 完整 约束 ,我们 可 找 出 约束 方程 取 等 式 和 不 等 式 的 条 件 :(1) 约束 不 可 
解 ,约束 方程 取 等 式 ;(2) 移 去 约束 ,增加 一 个 独立 坐标 . 两 种 解 之 间 用 约束 方 
程 取 等 式 和 不 等 式 的 条 件 联系 起 来 . 采用 这 种 分 段 处 理 的 办 法 ,实际 上 把 可 解 
约 来 从 非 完整 约束 中 除去 . 今后 我 们 讨论 非 完整 约束 时 专 指 不 可 解 微分 约 东 市 


建立 一 个 力学 体系 的 动力 学 方程 所 需要 的 独立 坐标 称 为 广义 坐标 . 广义 坐 
标 确定 了 ,这 个 力学 体系 在 空间 的 位 形 也 就 确定 了 . 从 上 面 的 讨论 可 知 . 对 于 
完整 约束 体系 ,广义 坐标 数目 和 体系 的 自由 度 相 同 . 对 于 非 完整 约束 体系 ,广义 
坐标 数目 大 于 体系 的 自由 度 , 像 上 面 所 述 的 轮子 在 地 面 上 滚动 的 例子 ,广义 坐标 
有 4 个 ,但 自由 度 只 有 2. 

需要 指出 的 是 ,一 个 力学 体系 的 广义 坐标 的 选取 不 是 唯一 的 ,例如 图 2.6 的 
双 单 摆 ,我 们 可 取 图 中 所 示 的 两 个 角 坐 标 6 和 9, 为 广义 坐标 ,也 可 取 直 角 华 标 
zy 和 x ,ys 中 的 各 一 个 为 广义 坐标 ,还 可 取 g = 生 全 和 加 = 生 二 a， 
=0, 和 g;, = ry 为 广义 坐标 ， 

* 个 独立 的 广义 坐标 张 开 成 一 个 抽象 的 * 维 空间 , 称 为 位 形 空间 ,此 空间 中 
的 一 点 就 代表 了 力学 体系 中 一 种 可 能 的 位 形 . 
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二 接 用 广义 坐标 表示 的 动力 学 方程 称 为 拉 格 朗 日 (J. L. Lagrange,1736 一 
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1813) 方 程 . 本 节 首 先 讨 论 体 系 的 约束 是 理想 的 和 完整 的 情况 . 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 只 要 将 完整 约 东 的 条 件 (2.2) 式 代 人 到 理想 约束 体系 的 动力 学 普遍 方程 
一 一 达 朗 贝尔 方 程 (1.4) 中 去 ,消去 其 中 的 不 独立 坐标 后 即 得 拉 格 朗 日 方程 . 

我 们 以 ol ,4q;,… ,gq, 表示 由 (2.2) 式 的 & 个 完整 约束 方程 消去 个 不 独立 
坐标 后 , 留 下 的 ;=3n 一 上 个 独立 坐标 即 广 闵 坐标 . 只 要 每 一 个 广义 坐标 的 值 
确定 后 ,整个 体系 的 位 置 就 完全 确定 了 ,体系 中 每 一 个 质点 的 位 置 r 均 可 用 ; 
个 广义 举 标 gq,(a=1,2,…,s) 及 时 间 1 来 表示 : 

ri = rg gq" gq.,t). (3.1) 

因此 ,利用 上 式 将 达 朗 贝尔 方程 中 的 Sr 和 r 用 go. 及 其 微分 来 表示 即 可 导出 理 
想 .完整 体系 的 拉 格 朗 日 方程 . 

3r, 是 第 i 个 质点 的 虚 位 移 (31 = 0 的 微分 算 符 ). 因此 ,从 (3.1) 式 可 得 


Sr = > 一 一 80 . (3.2) 
将 上 式 代 入 达 朗 贝尔 方程 ,得 
" Or fv .ar 
2 (Fh, ~ mr,): 2 5 59。 = 2 2 F 一 mr,).: 5 Sg, = 0. 


a 二 


由 于 广义 坐标 9。 都 是 独立 的 ,因此 要 使 上 式 成 立 ,必须 使 每 一 项 5g, 的 系数 都 
为 零 , 即 要 求 


” 。 or., 
DF, 一 77 iv =0, a= 1,2,,s 
i=1 9g, 


或 
” 9 
Dy mr 和 Q., a = 1,2,.…,s, (3.3) 
il < da 
式 中 
a 9r 
Q。= FP, 30. (3.4) 
称 为 对 应 于 广义 坐标 g, 的 广义 力 . (3.3) 共 有 * 个 方程 ,这 s 个 方程 和 达 朗 忠 
尔 方程 等 价 . 
方程 (3.3) 的 左边 可 改写 为 
” ,ar 四 。 " ， Dr 
i |- Dm 元 (3.5) 
为 一 方面 ,由 (3.1) 式 得 
。 "dr, 9 
r; = Fr (gi gsr, gst) = 3 元 4. 十 3 (3.6) 


于 是 可 将 动能 全 表示 为 gq、g 的 函数 : 
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了 = > 到 = 了 T(g yq) (3.7) 
:二 1 


由 (3.6) 和 (3.7) 可 得 


TT OF a 
2- SN 2 二 > mr 了， (3.8) 
ao {9r, dg ;= da 
] 有 2 or, 人 , ar 
of - sl, - AP —. (3.9) 
dg, pe ar, 9 g, 一 da。 


将 (3.8) 和 (3.9) 代 入 (3.5) 得 


Sn or do 9T 
i 3g di 36 dg. 
再 代入 (3.3) 式 得 
d aT oT 1 
dt ae dag Qe a = 1,2, od. (3.10) 
这 就 是 理想 ,完整 体系 的 普遍 方程 一 一 拉 格 朗 日 方程 . 


如 果 主 动力 下 均 为 保守 力 ,F= -YY, 则 (3.4) 的 广义 力 Q@, 可 表示 为 


加 "dV Ir 9v 
Q. i=1 or.; 9g, 9g, (G3.11) 


将 上 式 代入 方程 (3.10), 得 
d aT aT-V) 


: 0 ， = 1],2,." ,3s. 
di da 。 9g, “ 


通常 势能 V 仅 为 位 置 和 时 间 的 函数 ,与 粒子 的 速度 无 关 ,3 = 0 因此 如 令 上 上 
da 


= 了 -YY, 则 拉 格 朗 日 方程 可 改写 为 


9 
EE 0, = 11,2,s. (3.12) 
di 9g, 99。 


必须 注意 :方程 (3.10) 或 (3.12) 是 由 (3.7) 式 导出 的 , 即 表示 为 q,、4。 和 
! 的 函数 ;(3.11) 式 也 表明 V 只 是 g, 的 函数 . 因此 拉 格 朗 日 方程 中 的 动能 和 势 
能 都 必须 使 用 广义 坐标 来 表示 ,否则 并 不 能 由 (3.10) 或 (3.12) 得 出 正确 的 动力 
学 方程 . 在 这 样 的 意义 下 ,函数 

LT (3.13) 
称 为 体系 的 拉 格 朗 日 函数 . 

(3.12) 式 是 最 常用 的 一 种 拉 格 朗 日 方程 . 从 导出 的 过 程 中 可 以 看 到 , 它 成 
立 的 条 件 是 :体系 所 受 的 约束 是 理想 和 完整 的 ,主动 力 都 是 保守 力 . 但 我 们 把 理 
想 约束 和 主动 力 是 保守 力 这 两 个 条 件 ,与 体系 是 保守 的 ,两 者 看 成 是 等 价 的 . 对 
此 需要 作 一 点 说 明 . 在 $1.6 中 把 体系 所 受到 的 内 力 和 外 力 都 是 保守 力 ,或 虽 
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有 非 保守 力 ,但 它们 在 运动 过 程 中 所 作 的 功 之 和 恒 为 零 的 力学 体系 称 为 保守 体 
系 . 因为 约束 力 不 是 保守 力 , 因 此 对 于 受 有 约束 的 力学 体系 ,如 为 保守 体系 , 除 
要 求 主 动力 均 为 保守 力 外 ,还 要 求 所 有 约束 力 所 作 之 功 为 零 . 根据 $2.1 的 讨 
论 我 们 知道 ,约束 不 稳定 时 ,理想 约束 的 约束 力 所 作 的 虚 功 之 和 为 零 , 但 实 功 之 
和 不 为 零 . 因此 根据 $1.6 中 保守 体系 的 定义 ,理想 而 不 稳定 的 约束 体系 不 能 
称 为 保守 体系 ,例如 图 2.5 所 示 的 体系 . 但 对 于 这 种 体系 ,只 要 主动 力 都 是 保守 
力 ,(3.12) 式 是 成 立 的 . 因此 当 我 们 把 方程 (3.12) 说 成 是 完整 保守 体系 的 拉 格 
朗 日 方程 时 ,实际 上 对 保守 体系 的 概念 作 了 一 些 修正 , 即 约束 是 完整 的 ,并 日 主 
动力 都 是 保守 力 . 以 后 ,我们 都 在 这 一 意义 上 使 用 保守 体系 这 一 概念 . 实际 上 ， 
如 果 我 们 扩大 体系 范围 ,把 原来 看 成 为 外 界 对 体系 施加 不 稳定 约束 的 物体 ,如 图 
2.6 中 的 以 等 角速度 w 转动 着 的 杆子 ,也 包括 到 体系 内 部 中 来 , 则 这 扩大 了 的 体 
系 是 满足 $1.6 中 所 定义 的 保守 体系 的 条 件 的 . 现在 只 不 过 把 较 大 的 保守 体系 
中 的 那些 运动 规律 已 知 的 物体 除去 ,而 把 其 余 的 那些 运动 规律 未 知 的 部 分 称 为 
保守 体系 ,所 以 保守 体系 的 这 两 种 定义 ,在 实质 上 是 一 样 的 . 


当主 动力 既 有 保守 力 又 有 非 保守 力 时 ,我 们 往往 把 保守 力 部 分 用 - 元 才 


示 , 非 保守 力 部 分 仍 用 广义 力 Q. 表示 . 这 样 拉 格 朗 日 方程 就 变 为 
香江 -EQ a = ,2 (3.14) 

注意 这 种 形式 的 拉 格 朗 日 方程 ,广义 力 Q@, 中 只 包括 非 保守 的 主动 力 ,保守 力 部 
分 已 反映 到 上 中 去 了 . 

拉 格 朗 日 方程 相对 于 牛顿 动力 学 方程 有 两 点 主要 差别 ,这 也 是 拉 格 朗 日 方 
程 的 优点 所 在 : 

(1) 拉 格 朗 日 动力 学 方程 取 较 简洁 的 形式 . 对 于 由 ， 个 质点 所 组 成 ,受到 
上 个 约束 条 件 限制 的 力学 体系 ,应 用 牛顿 定律 将 需要 3n + 个 方程 联 立 求解 ， 
而 用 拉 格 朗 日 方程 上 只 有 3n -上 个 . 约束 越 多 ,这 一 优点 就 越 明 显 . 

(2) 牛顿 方程 是 从 物体 受 力 的 角度 导出 其 动力 学 方程 的 , 拉 格 朗 日 方程 则 
是 从 能 量 的 角度 来 写 动力 学 方程 的 . 这 有 两 个 好 处 . 其 一 , 力 是 矢量 ,能 量 是 标 
量 ,一 般 来 说 处 理 标量 比 处 理 矢 量 要 方便 . 其 二 ,也 是 更 主要 的 , 力 仅 是 力学 范 
转 内 的 一 个 物理 量 ,而 能 量 则 是 整个 物理 学 的 一 个 基本 物理 量 ,这 就 为 把 力学 规 
律 推广 应 用 到 其 他 物理 学 领域 开辟 了 可 能 性 ,使 拉 格 朗 日 方程 成 为 力学 和 物理 
学 其 他 分 支 相 联系 的 桥梁 . 

用 拉 格 朗 日 方程 解 力 学 问题 时 ,有 两 点 要 特别 注意 , 拉 格 朗 旦 方程 是 对 力 
学 体系 的 整体 而 言 的 ,因此 首先 要 分 清 体系 和 外 界 . 如 果 这 一 点 搞 错 了 ,那么 不 
但 很 难 判 断 体系 是 否 满 足 理想 完整 .保守 等 条 件 , 而 且 所 得 出 的 方程 或 者 全 部 
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错误 (应 该 包括 的 物体 没有 全 部 包括 进去 ) ,或 者 多 作 了 无 效 的 计算 (不 必 包 括 的 
物体 也 包括 进去 了 ). 在 牛顿 力学 中 ,不 需要 分 析 体 系 是 否 完整 理想 ,只 要 独立 
方程 的 个 数 和 末 知 消 数 的 个 数 一 致 即 可 求解 ,并 不 需要 强烈 的 整体 观念 ,而 拉 格 
朗 日 方程 中 的 工 和 Y 必须 是 体系 整体 的 动能 和 势能 . 其 次 要 强调 指出 ,在 将 体 
系 的 下 和 V 代入 拉 格 朗 日 方程 前 ,必须 利用 约束 条 件 先 将 其 中 的 不 独立 坐标 及 
其 对 时 间 的 微 商 ,全 部 换 为 广义 坐标 a 和 广义 速度 g. 只 有 完成 了 这 一 步 工 作 
后 , 工 -Y 才 是 体系 的 拉 格 朗 日 函数 ,才能 得 出 正确 的 动力 学 方程 . 否则 荆 - V 
并 不 是 体系 的 拉 格 朗 日 函数 ,而 只 是 动能 和 势能 之 差 ,代入 拉 格 朗 日 方程 将 导致 
错误 的 结果 . 换 句 话说 ,体系 的 不 独立 坐标 必须 在 得 出 拉 格 朗 日 方程 前 就 全 部 
去 掉 . 下 面 我 们 举 一 些 简单 的 例题 . 
【 例 1】 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 $1.3 中 图 1.7 的 运动 微分 方程 . 
解 : 本 题 属 完 整 保守 体系 ,自由 度 为 2, 取 RR、y 为 广义 坐标 , 则 ; 
了 三 地 mK + R:¢:) 十 于 凡 2， 
V = ppgz. 
利用 约束 关系 R 一 <=/, 消 去 > 得 
L=T-V= Fm tm )R: 二 FmR’¢ -mg(R-— 全) 
代入 完整 ,保守 体系 的 拉 格 朗 日 方程 (3.12) 即 得 
(pr 十 m RE- mRop’ +t+m'g = 0, 
(mR g) = 0. 
和 以 前 所 得 结果 一 样 
【 例 2】 写 出 图 2.9 所 示 力 学 体系 的 拉 格 朗 日 方程 . (1) 质量 为 m 的 滑 块 约束 在 水 平 的 


(7 轴 上 无 摩擦 地 滑动 , 滑 块 上 带 有 一 个 质量 为 m 的 平面 单 摆 , 摆 长 为 / (2) 同上 ,但 滑 块 六 
通过 劲 度 系数 为 & 的 弹 敌 和 固定 点 相连 . (3) 同上 ,但 已 知 滑 块 作 简 谐 运 动 x = zo sin er. 


X=X0sin wr 
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解 : (1) 体系 为 滑 块 和 单 摆 , 自 由 度 为 2, 取 滑 块 坐 标 x+ 和 捍 的 振幅 6 为 广义 坐标 , 则 
T= (mw 十 三 ) 十 了 + mizé cos 0， 
V =- mglcos 0. 
由 此 得 


L = Fm t+ nr 十 me + mlzrbcos 0 + maglcos 0. 


代 人 人 拉 格 度 日 方程 得 
人 + mx + pllcos 0 = 常数 ， 


1+ reos0— rlsinO+ gsing = 0. 
(2) 动能 和 (1) 一样, 势能 中 多 了 一 项 弹性 势能 地 k(x - xo)”. 因此 将 体系 相应 的 拉 格 
六 日 晒 数 代入 人 拉 格 朗 日 方程 ,得 
(+MJr+Llcos0- absing+Ar -rn) = 0， 
1 zeosg- rbsing+ gsind = 0. 
(3) 体系 仅 为 单 摆 , 滑 块 对 单 摆 来 说 是 一 个 不 稳定 约束 ,体系 的 自由 度 为 1, 取 8 为 广义 
坐标 . 用 zx、y 表示 质点 加 的 华 标 , 则 了 = 也 (2 六) = mgy 以 = xrosin wt + 1sin 9， 


y=™ [cos0 代入 得 


L = FT mw: rieos wt + LO + 21robweos wtcos 0) + mglicos 0. 
代入 拉 格 朗 日 方程 得 


I- rowsin wcos 0 + gsing = 0. 

【 例 3】 如 图 2.10 所 示 , 一 光滑 杆 在 铅 直 平面 Oyz 内 以 角速度 w 绕 水 平 轴 Or 转动 ,一 
质点 约束 在 杆 上 运动 ,上 =0 时 ,r=b,r=0, 求 质点 的 运动 规 
律 和 杆 的 约 东 反作用 力 F、. 

解 : 理想 .完整 体系 的 拉 格 朗 日 方程 中 不 出 现 约束 力 ， 
因此 用 本 节 所 导出 的 拉 格 朗 日 方程 不 能 直接 解约 束 力 的 问 
题 , 但 可 用 一 种 变通 的 办 法 把 拉 格 朗 日 方程 和 牛顿 运动 方程 
联合 起 来 求解 . 先 用 拉 格 朗 日 方程 解 出 体系 的 运动 规律 , 然 
后 青 代 人 任意 一 个 含有 所 求 约束 力 的 牛顿 方程 ,这 时 只 要 通 
过 微分 即 可 得 出 欲求 的 约束 力 . 图 2.10 

体系 的 自由 度 为 1 ,在 Ovz 平面 上 取 平 面 极 坐 标 ,以 ;为 广义 坐标 ,约束 方程 为 96= wt. 
因此 


L = Sm + ) mgrsin wr (1) 

代入 拉 格 朗 日 方程 得 
Fw r= gsinwt. (2) 
设 ri = asin wt + Beos wt (3) 


为 (2) 的 一 个 特 解 . (3) 式 对 1 求 二 次 微 商 得 
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六 =- w (asin wt + Bcos wt). 


将 (3)、(4) 代 入 (2) 解 得 a = gj2w’ ,8=0, 所 以 (2) 的 一 个 特 解 为 


六 二 过 sin out . 
二 人 
于 是 可 得 (2) 的 通 解 为 
r= Ae” + Be” + -esin wr 
2w" 
代 人 初始 条 件 
rn= 和 rl =0 
可 得 
-1 
全 2 4 
最 后 得 
r= bchwt 一 -8 ish wt — sin wt |]. 
2w 
这 就 是 质点 的 运动 规律 . 


下 面 求 杆 对 质点 的 约束 力 , 由 牛顿 运动 方程 


m(r@+2r6) = F. — mgcos 0, 


将 06= wi,6=w, 站 =0 代 入 得 
Fy = 2 pwr + MIg COS ot . 
由 (7) 式 得 


本 
2w 


r = push wt 一 


代入 (8) 式 即 得 


F、 = 2rmow: bsh wt 一 mgch wt + 2mgceos wt. 


时 间 . 
解 : 建立 如 图 2.11 所 示 的 Ory 坐标 系 ， 
(1) 本 题 的 力学 体系 仅 为 质点 mw, 平面 上 自由 质点 的 自 
由 度 为 2, 现 受 长 为 1 的 绳子 的 约束 ,所 以 体系 的 自由 度 为 
1. 选 绳子 绕 过 的 角度 9 为 广义 坐标 , 则 
r= rsng+(L -xjcos0， 
y=rl-eos)+( -rohisn eg. 
对 : 求 导 一 次 得 
T =- (=- ro)sin®, 
y = (1 — ro)cos ®. 


(ch wt 一 cos wt ) ， 
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(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 

【 例 4] 在 光滑 平面 上 竖 直 固定 一 半径 为 > 的 贺 柱 体 , 设 长 为 /的 轻 强 的 一 端 固定 在 柱 
底 侧面 的 O 点 , 另 一 端 系 着 一 质量 为 m 的 小 球 ,小 球 在 平面 上 以 垂直 于 强 方 向 的 初速 度 ww 
运动 , 试 求 :(1) 体系 的 拉 格 朗 日 消 数 ,运动 方程 及 其 解 ;(2) 小 球 磁 到 柱 体 时 的 位 置 和 所 耗 
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1 
2 


将 2 上 L106 = p(t ro0):6 和 LIa86= -pr(?— 0) 代入 拉 格 朗 日 方程 得 
(1 rd- w=0 
或 (暂时 不 考虑 / :ro 这 一 特殊 点 ) 


L = nt tv)= ml- rt. 


过 四 
gt 一 re)e] = 0. 


其 解 为 (1- x6)6= ,再 积 分 得 19 - 了 三 wut, 却 


0(1) = =(/ -VvV/- 2rv,t ) 
并 旦 满足 00) =0. 
(2) 在 1 v6 即 9,= Lr 处 小 球 磁 到 柱 体 ,所 耗 时 为 


to = 六 /2ruon， 


$2.4 拉 格 天 日 方程 对 平衡 问题 的 应 用 


拉 格 朗 日 方程 是 一 个 动力 学 方程 ,但 也 可 以 用 来 求解 静 力学 问题 , 静 力学 
有 两 个 基本 问题 :(1) 在 已 知 主动 力 的 作用 下 , 求 体系 处 于 平衡 状态 时 的 位 置 ; 
(2) 求 体系 平衡 时 各 部 分 受到 的 约束 力 的 大 小 和 方向 . 前 一 类 问题 用 拉 格 朗 晶 
方程 求解 特别 方便 ， 

力学 体系 处 于 平衡 状态 时 ,体系 的 动能 恒 为 零 . 此 时 拉 格 朗 日 方程 变 为 


= J 一 一 . 
Q, oF Do 0 ， WC 1 ,2， s (4.1) 
或 
9 
3 = 0, oe= 1,2,..…,s. (4.2) 


(4.1) 和 (4.2) 就 是 拉 格 朗 日 方程 理论 中 质点 系 的 平衡 方程 , 解 此 方程 即 可 
得 到 体系 的 平衡 位 置 . 当然 它们 只 对 理想 约束 的 体系 适用 ,(4.2) 还 要 求 主动 力 
均 为 保守 力 . 

{ 例 1】 长 为 1 和/; 的 两 根 均 匀 棒 OA 和 AB, 其 质量 分 别 为 mm, 和 mmr; ,OA 可 绕 〇 点 
在 垂直 平面 内 自由 转动 ,4B 与 OA 在 4 点 用 匀 链 连接 起 来 ,在 棒 AB 的 B 端 加 一 已 知 的 水 
平 力 F, 求 平衡 时 体系 的 位 置 (图 2.12). 

解 : 体系 的 自由 度 为 2, 取 0 和 9, 为 广义 坐标 , 由 (4.1) 式 得 


0 dr dr, ， ors 
1 三 Mg jG 二 mg 0 1 F “0 = 0,， 


(1) 
dr dr OP 
G，= mg 8 = 0. 
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约束 杀 件 为 


f { 
ri = (sin Oi + cos O11), 


{， 
ry = sin Oi+ eos Oj)+ 本 (sin Oi + cos 027)， 


ry = (sin di+t cos Oj) + (sin gd,i+ cos 0,i). 


(2) 
图 2.12 将 (2) 式 代入 (1) 得 
sin 0 — mglisinO +Fcos = 10， 
， (3) 
Fi,cos 0, 一 一 sin 0，= 0. 
上 式 对 & 和 9, 求解 得 
四 2F 
tan 0 = Cpr + 2 )g’ 
DF (4) 
tan ,= ， 
. Disp 
这 就 是 平衡 时 体系 所 处 的 位 置 ， 
9 网 
本 题 也 可 由 5 =0 来 求 平衡 位 置 . 因 恒 力 F 所 对 应 的 势能 为 
Ve =-| Fr * dr 二 一 Fr, 二 一 天 (Psin 0 十 Sin 9 ) ， 
1 
所 以 体系 的 总 势能 为 
{ , 
V= V+tV=~ Wig COs 0 一 mg (licos 0, + cos 0: )- FllisinO, + Psin 0,). 
因此 体系 的 平衡 方程 为 
dV 了 
3 = Ksin Oi + mpglisin 0, — Flicos 0 = 0, 
CI Ka 
| A’ 1, 
5 二 7 M2 gsin 9, — Fl,cos 9, = 0， 
和 (3) 式 相同 . / 


【 例 2】 质量 为 m .固有 长 度 为 /、 劲 度 系 数 为 上 的 弹 
性 圈 放 在 项 角 为 2a 的 光滑 铅 直 圆锥 体 上 , 求 平衡 时 弹性 图 

解 : 体系 的 自由 度 为 1, 取 弹性 圈 离 贺 锥 体 顶 点 的 距离 
为 广义 坐标 , 体系 的 势能 由 重力 势能 YY， 和 弹性 势能 V、 
两 部 分 组 成 . 重力 势能 VW - mgh. 弹性 势能 可 这 样 计 
算 :平衡 时 弹性 圈 共 伸 长 了 2xhtan a 一 /1 ,其 相应 的 弹性 热 
能 V. 为 


1 


、 kt2nxhtana — 71) . 图 2.13 
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把 体系 的 总 势能 V = Vs + V, 代入 平衡 条 件 5 = 0 ,得 


一 Mg 十 F(Zrhtan c — ()2xtana = 0. 


由 此 解 得 


加 1 mg 
k= jr (! 元) 
这 就 是 平衡 时 弹性 圈 所 在 的 位 置 . 


【 例 3】 图 2.14(a) 所 示 的 是 一 种 简单 的 析 架 结构 . 它 由 AC、BC、AO、BO 和 OC 五 根 


杆 对 称 组 成 . 设 杆 的 重量 可 忽略 不 计 , 问 当 C 点 承受 
一 铅 直 力 下 时 , 杆 AO 和 OB 所 受 的 力 . 

解 : 本 题 所 求 的 是 体系 平衡 时 的 约束 力 . 拉 格 朗 
日 方程 不 能 求 约束 力 . 但 如 果 我 们 把 欲求 的 约束 力 看 
成 是 主动 力 ,而 把 相应 的 约束 解除 ,增加 一 个 自由 度 ， 
则 仍 可 用 拉 格 朗 日 方程 来 求 体系 平衡 时 的 约束 力 . 本 
题 中 可 将 杆 AO 和 BO 的 约 东 去 掉 , 原 来 杆 所 承受 的 
约束 力 用 主动 力 Fr 来 代替 ,如 图 2.14(b) 所 示 , 它 和 
图 (a) 的 情况 无 任何 实质 区 别 . 对 于 图 (b), 体 系 的 自 
由 度 为 1, 取 9 为 广义 坐标 ,由 (4.,1) 式 得 


Ore. or oar 
F, y+ Fr ( A 中 = 0 


00 30 936 

将 

FT = Fri, F=- 8, 

ra = lcos Ot, rs = lcos Oi, re = lsinO 

代 人 得 

—- Fcos 8 + 2F1ising = 0. 
所 以 

Fr= Fog= £1B0l 
2 sing 2 2 1CO 


2.5 厂 义 势能 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 


拉 格 明日 函数 


如 果 体 系 所 受到 的 力 不 是 通常 意义 下 的 保守 力 ,广义 力 Q, 就 不 能 表示 为 


5 的 形式 ,但 可 表示 为 


C 


Q. = -和 + 区 


dt 9g, 
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的 形式 , 式 中 函数 U 是 广义 坐标 g,。 和 广义 速度 g, 的 函数 


U= U(g,g), 
那么 ,将 (5.1) 式 代 人 理想 ,完整 体系 的 拉 格 朗 日 方程 
dol oT _ 
di 9g, Og 
并 今 
L= TU, 
仍 可 得 到 保守 体系 的 拉 格 朗 日 方程 
daL aL 
dt 9 91g. =0, a= 1,2,.…,s. 


因此 满足 条 件 (5.1) 的 函数 U 和 通常 意义 下 的 势能 V 相当 ,我 们 称 它 为 广义 势 
能 ,或 含有 速度 的 势能 . 这 表明 :存在 广义 势能 的 保守 体系 , 它 的 动力 学 方程 仍 
可 用 保守 体系 拉 格 朗 日 方程 的 形式 ,但 需要 用 广义 势能 U 去 取代 普通 意义 的 势 
能 V. 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 运动 是 这 一 类 力学 体系 中 最 重要 的 一 个 例子 ,下 
面 给 出 它 的 拉 格 朗 日 函数 . 

带 有 电荷 g 的 粒子 在 电场 EE 和 磁场 B 中 运动 时 所 受到 的 洛 伦 兹 (Lorentz) 
力 为 


F=o(E+vxB). ($5.2) 
电场 和 磁场 本 身 的 运动 满足 麦克 斯 韦 (Maxwell) 方 程 组 : 
VxEE+ = 0， 
Vv.E= 0， 
1 0 (5.3) 


9F 。 
VxXB- pe 可 二 Lol 


vV.B=0. 
显然 洛 伦 兹 力 (5.2) 不 满足 通常 意义 下 的 保守 力 的 条 件 , 因 为 由 (5.3) 可 看 出 
VY x 天 0. 全 此 不 存在 通常 意义 下 的 拉 格 朗 日 函数 . 但 是 利用 麦克 斯 韦 方程 ， 
我 们 可 把 洛 伦 兹 力 写成 为 (5.1) 的 形式 ,得 出 其 广义 势能 U. 
根据 矢量 分 析 恒 等 式 V .VY x 4 和 圭 0, 由 (5.3) 中 的 第 四 式 可 把 B 表示 为 
B=VvVxA. (5.4) 
将 (5.4) 代 入 (5.3) 中 的 第 一 个 方程 ,可 得 


Vx (E+ 条 )= 0. 
于 是 根据 恒等式 VY x Vg 二 0, 又 可 以 定义 一 个 标量 函数 p: 


24 
ar 


-yo=Et+ (5.5) 
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通常 称 4 为 电磁 场 的 矢 势 ,op 为 电磁 场 的 标 势 , 由 于 EE 和 B 只 是 位 置 和 时 间 的 

消 数 ,因此 由 (5.4) 和 (5.5) 所 定义 的 4 和 wo 也 只 是 时 间 和 空间 的 函数 ,和 粒子 
把 (5.4) 和 (5.5) 代 入 (5.2), 可 将 洛 伦 兹 力 表示 为 

F=4-vo-+vx(vVxA)| (5.6) 


为 了 把 上 式 写 成 (5.1) 的 形式 ,需要 把 它 的 分 量 形式 写 出 来 . 因 


(Vo ) ， = 
，_ /9A, 3A,\Y /3A, 34 
xa 生生- 委 ) 
0A _9A, 
(3 ) = 
所 以 


| ap 3A, aA,、 939A 9A， 4: ]] 
F, -4 -+ ( 完 - 实 -|( 完 - 突 儿 57 


如 上 所 述 , 矢 势 4 是 z、y、z 和 + 的 函数 . 由 于 4 是 粒子 所 在 点 的 电磁 场 的 矢 
势 , 因 此 4 中 的 坐标 变量 + ,yz 是 粒子 在 1 时 刻 的 空间 位 置 ,它们 对 时 间 的 微 
商 就 是 粒子 的 速度 : 


T= y= UYU, =U 
因此 
dA, aA, dA, 9A, 9A, 
7 = 3 vi to ay tv ge 
将 上 式 代 入 (5.7) 式 得 
F, = do | 


考虑 到 A 和 9 都 不 是 v 的 函数 ,因此 


dA, drD9 dd 39 
= (4 0) = (etA Vv), 
aA, 3A. 3A ,34 9(,.A) 
( tv grl ? 57 dr . 
于 是 下 , 可 表示 为 
| 
F,=g|- 讽 (pg-A4'v)+ 讲 和 (9 - 4 . o) |. (5.8) 


将 (5.8) 和 和 和 (5.1) 比较 得 
U= dp 一 0 了 
这 就 是 囊 电 粒子 在 电磁 场 中 的 广义 势能 ,而 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 则 为 
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L= Fm — gp+qA.v. ($5.9) 
【 例 } 质量 为 m .电荷 为 g 的 粒子 在 均匀 电场 E= 页 和 均匀 磁场 B= Bk 中 运动 . 写 出 


粒子 的 拉 格 朗 日 阔 数 . 
解 : 对 于 所 给 的 电场 和 磁场 ,其 相应 的 矢 势 和 标 势 为 


4 = 计 B(- 到 + 她 )， 


p=— Ey. 
将 它们 代入 (5.10) 式 得 粒子 的 拉 格 郎 日 函数 为 


L = 了 ty t+z)+ gEyt+ (vy ~ yr), 
将 它 代 人 拉 格 朗 日 方程 ,得 粒子 的 运动 方程 为 
mr- gBy = 0， 
1 y+ gBr = gb, 
mz=0. 


它 就 是 第 一 章 的 (9.22) 式 . 
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从 本 章 前 几 节 的 讨论 中 可 以 看 到 ,对 于 理想 ,完整 的 力学 体系 ,用 $2.3 中 所 建立 的 拉 
格 朗 日 方程 给 出 体系 的 动力 学 方程 是 十 分 方便 的 . 这 种 拉 格 朗 日 方程 通常 称 为 第 二 类 拉 格 
朗 日 方程 . 对 于 非 完整 的 力学 体系 ,也 可 用 广义 坐标 建立 一 个 动力 学 方程 , 称 为 第 一 类 拉 格 
朗 日 方程 . 

在 $2.3 中 已 经 指出 , 非 完 整体 系 实际 上 就 是 不 可 积 微分 约束 体系 . 我 们 不 准备 讨论 一 
般 的 微分 约 东 问题 ,只 讨论 线性 微分 约束 的 情况 . 即 假定 体系 除了 受到 个 完整 的 约束 外 ， 
还 受到 m 个 微分 约束 ,其 约束 方程 为 


Sad + a =0, 1 = 1,2,…,m 

所 | 

Vadg. + amdt = 0, 71 = 1,2,,m. (6.1) 
$2.3 中 所 例 举 的 轮子 一 一 在 地 面 上 滚动 的 情况 ,就 属于 这 种 类 型 的 约 吏 , 当 (6.1) 中 取 

dT, dy 4 = 9, gq = 0， 

dl = dx 1, a=- rsng, a = rcosb, 
其 余 的 os 和 4a, 均 为 零 时 ,(6.1) 式 即 是 (2.4) 式 . 
完整 体系 的 拉 格 朗 日 方程 是 从 达 朗 贝尔 方程 中 消去 不 独立 坐标 后 得 到 的 . 根据 § 2.3 

中 所 述 ,将 & 个 完整 约束 条 件 代入 达 朗 贝尔 方程 后 所 得 的 方程 是 
Rr 0 (6.2) 


=1 
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如 果 体 系 没 有 其 他 不 可 积 微分 约束 , 则 上 式 中 的 ;个 g, 是 相互 独立 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 
每 个 89. 的 系数 都 为 零 ,从 而 得 到 完整 体系 的 拉 格 朗 日 方程 . 但 现在 由 于 还 受到 wm 个 不 可 
积 微分 约 东 (6.1) ,因此 (6.2) 中 的 不 个 g。 不 是 互相 独立 的 ,独立 的 只 有 一 严 个 . 因此 我 们 
不 能 令 (6.2) 式 中 的 每 个 5g。 的 系数 都 是 零 ,而 必须 把 (6.1) 式 和 (6.2) 结 合 起 来 才能 得 到 正 
确 的 动力 学 方程 . 

(6.2) 式 中 的 8g。 是 体系 在 完整 约束 下 的 虚 位 移 . 体系 作 虚 位 称 时 ,微分 约束 (6.1) 应 表 
示 为 


Va, 8g, =0, 7= 1,2,. ,mm, (6.3) 
用 时 间 : 的 任意 旺 数 %,(1) 乘 以 上 式 , 方 程 应 仍然 成 立 
A (7) Na dg, =0, 7= 1,2,.…,m. (6.4) 
现在 我 们 将 (6.4) 式 和 (6.2) 式 相 加 得 
2 oT d aT " 
> + de Dra su = 0， (6.5) 


比较 (6.2) 和 (6.5) 两 式 ,后 者 多 了 一 项 1Xa, ,其 余 都 是 一 样 的 . 在 (6.2) 中 ,由 于 ;个 & 
中 只 有 km 个 是 独立 的 ,因此 不 能 令 其 每 个 3g, 的 系数 为 零 . 但 在 (6.5) 中 , (1) 是 任意 函 
数 ,我 们 只 要 适当 选取 这 mm 个 函数 ,补足 (6.2) 中 所 缺 的 m 个 条 件 ,就 可 以 使 每 个 sy 的 系 
数 都 为 零 了 .因此 得 


d 3T aT oy 
,+ Aidias = 1,2,.,3s, 6.6 
dr 3g 。 9 gq, Q 之 1 a 3 《 )》 
d aL oaL 
或 一 一 Aa,， = 1,2,.,s. ， 
dz dg。 dg。 之 1a « Ss (6 7) 


这 就 是 存在 线性 不 可 积 微分 约束 的 力学 体系 的 动力 学 方程 . 这 组 方程 中 ,含有 ;个 g, 和 
于 个 1 共 s+ m 个 末 知 函数 ,(6.6) 或 (6.7) 只 有 ;个 方程 ,需要 和 mi 个 约束 方程 (6.1) 联 合 
起 来 才能 求解 . 

【 例 】 两 个 质量 均 为 m 的 质点 A 和 B 用 一 长 为 / 的 轻 杆 相连 接 . 设 此 体系 只 能 在 铝 直 
平面 内 运动 ,并 且 杆 的 中 点 C 的 速度 必须 沿 杆 AB 的 方向 , 求 质点 A 和 和 B 的 运动 . 

解 : 如 不 考虑 对 C 点 速度 方向 的 限制 , 则 此 体系 是 完 
整理 想 的 ,自由 度 为 3. 取 C 点 的 坐标 x、y 和 杆 AB 与 水 
平 轴 的 夹 角 6 为 广义 坐标 , 则 A 点 和 B 点 的 坐标 为 


Xl = 了 工 - 了 cosb， 

/i 

yl1 二 了 SID 乡 
， (1) 

3 二 二 cos0， 


本 A 
y= y+ sind. 图 2.15 
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体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L= TV = 本 十 人 ) 十 站 十 y:) — (mgy1 + megy;) 


ne 


= mr + vy )+ 本 人 人 — 2mgy. (2) 


如 果 直 接 将 (2) 式 代入 拉 格 朗 日 方程 ,那么 所 得 的 结果 是 不 考虑 C 点 的 速度 方向 有 限制 的 情 
况 . vc 的 方向 限制 在 杆 AB 的 方向 ,就 是 x 和 y 在 垂直 于 AB 方向 的 投影 之 和 为 零 . 从 图 
2.15 可 知 , 此 条 件 的 数学 表示 式 为 

rsin0— yeosb = 0, (3) 
或 

sin Gdx ~ cos Ody = 0. 
这 是 一 个 不 可 积 的 微分 约束 . 与 (6.1) 式 比较 得 

a, = Sin0, a,—=~cost, as=a,=0. (4) 


将 (2) 和 (4) 代 入 非 完 整体 系 的 拉 格 朗 日 方程 (6.6) 中 得 


2m7 = Asin 0， 
2 y+ 2mg = — Acosb, (5) 
nu 0 = 0. 


| 


由 (5) 中 的 第 三 个 方程 得 
和 = a, 


d= at+p. ‘6) 


& 和 8B 是 常数 . 由 (5) 中 的 前 两 个 方程 得 


I=- (V+g)rtanod. (7) 
由 (6) 得 


将 它们 代入 (3) 和 (7) 得 


d 
de | dg > (8) 
1 (9) 
由 (8) 得 


上 式 两 边 对 6 求 导 得 
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dr ll di ady 
本 


将 它 代 人 (9) 式 经 过 整理 后 得 


方程 (10) 的 解 为 
yy 二 一 二 cos6 一 cos 0 + 人 6, 
式 中 > 和 8 是 积分 常数 . 将 (11) 代 入 (3) 得 


二 | = | Ys0+ 名 cos 9 jd9 
a a 


二 二 sing+ 了 (sin Gcos 0 + 0)+e, 


EA 


式 中 e 亦 为 积分 常数 ， 
将 (1).(12) 代 入 (1) 再 加 上 (6) 式 ,最 后 得 


| 二 sng+ -Es (sin Gcos 8 + 0)— Los 0 + E ， 
a Da 2 
SY Bo 
N= cos 0 Fa OS 0 了 Sin 0 + 和， 
< 
;二 之 sin 上 + -Es (sin Gcos G+ 8)+ cos0+ E ， 
a 2a 2 
四 Lv 
yi cosg F307 CO 0 十 了 sin 入 二 G， 
0 = at 十 B. 


这 就 是 A 和 B 两 个 质点 的 运动 情况 . 


2.7 对 称 性 和 和 守恒 定律 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


在 牛顿 动力 学 方程 中 ,如 果 体 系 的 动量 、 角 动量 或 它们 的 某 个 分 量 及 能 量 在 
运动 过 程 中 是 守恒 的 , 则 可 用 这 个 守恒 量 的 表示 式 来 取代 一 个 动力 学 方程 . 例 


如 质点 在 有 心力 的 作用 下 运动 ,可 用 角 动 量 和 能 量 守 恒 


mr =L, 
(i + rR) + V(r)=E 
的 表达 式 来 取代 动力 学 方程 
m(r-r)= F(r), 
oy, 276) = 0. 


前 者 是 一 阶 微分 方程 ,后 者 是 二 阶 微分 方程 . 一 般 说 来 ,一 阶 方程 总 比 二 阶 方程 
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容易 求解 . 特别 是 ,如 果 和 欲求 的 问题 只 需要 知道 速度 即 可 , 则 往往 由 守 伍 定律 就 
可 以 直接 得 到 所 需 结 果 . 因此 希望 尽 可 能 多 地 利用 守恒 定律 来 解 力学 问题 . 
拉 格 明日 方程 也 是 体系 状态 的 运动 方程 . 一 个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 上 
是 o. .ds(a=1,2.…,*) 和 + 的 函数 . 因此 ,一 个 力学 体系 在 时 刻 1 的 状态 由 25 
个 量 g, 和 g, 决定 . 体系 运动 时 ,q。 和 0. 一 般 均 随时 间 而 变 ， 
gq, = dtyCiC CC )， 
人 = g(t,C,,C,,, C,.), 
其 中 C,,C,,…,C;, 是 拉 格 朗 日 方程 通 解 的 2s 个 任意 常数 . 但 是 可 以 存在 gq. 
和 9.。 的 某 种 函数 ,在 运动 过 程 中 它们 保持 不 变 ,这 种 函数 叫做 运动 积分 . 
如 果 体 系 的 自由 度 为 ; ,那么 从 (7.1) 的 2s 个 方程 中 消去 : 后 留 下 2s - 1 个 
方程 ,由 这 2s 一 1 个 方程 可 解 得 
C= C(gi,g2 sg 3594099721) 7 = 1,2,.,2s -1. (7.2) 


显然 ,这 2; 一 1 个 C,(g,,9,) 都 是 独立 的 ,都 是 拉 格 朗 日 方程 的 运动 积分 ， 所 以 
s 个 自由 度 的 力学 体系 共有 2s -1 个 独立 的 运动 积分 . 原则 上 总 可 以 做 到 用 运 
动 积分 来 取代 全 部 拉 格 朗 日 方程 ,如 何 做 到 这 一 点 留待 以 后 再 来 讨论 ,在 这 一 节 
中 先 讨论 两 类 最 容易 找 的 运动 积分 :广义 动量 守恒 和 广义 能 量 积 分 


各 果 拉 格 朗 日 函数 中 不 出 现 某 一 广义 坐标 & ,这 时 3 = 0, 相 应 的 拉 格 
日 方程 变 为 


a= 1,2,:…,s, (7.1) 


dads 
于 是 就 得 到 一 个 运动 积分 
pb. = 2 常数 . (7.3) 
gg 


p。 称 为 与 广义 坐标 9。 共 罗 的 广义 动量 . 拉 格 朗 日 函数 中 不 显 含 的 广义 坐标 称 
为 循环 坐标 或 可 遗 坐 标 . 

47.3) 式 的 运动 积分 的 物理 意义 是 什么 呢 ? 我 们 可 以 看 到 , 当 g, 为 普通 直 
角 坐 标 时 ,对 应 的 p。 即 为 普通 的 动量 ,(7.3) 式 反映 了 动量 守恒 定律 . 例如 重力 
场 中 的 粒子 ,其 拉 格 朗 日 函数 为 


1 ,.,; “2 
L= Fm(r 十 yy 


7,y 为 循环 坐标 ,所 以 


”2 
+ 2 )— mgz, 
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9 了 。 
p, = -二 = my = 常数 
; 5; 


反映 了 粒子 在 水 平方 向 动量 守恒 . 如 果 gq, 是 角 坐 标 , 则 对 应 的 广义 动量 p。 是 
角 动 量 ,(7.3) 式 就 反映 了 角 动 量 守 恒 . 例如 中 心 势 场 中 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = Fm 十 r*0) — V(r), 
9 为 循环 坐标 ,因此 


pe = 村 = mr20 = 常数 ， (7.4) 
这 就 是 我 们 已 知 的 角 动 量 守恒 定律 ， 
如 果 拉 格 朗 日 函数 L 中 不 显 含 时 间 ?, 这 时 了 = 0, 则 拉 格 朗 日 函数 对 时 间 
的 微 商 可 写成 如 下 形式 ; 
dL Sn93L， 9L ，,。 
df 7 gt 9 
利用 拉 格 朗 日 方程 ,5 一 可 换 为 所 人 ,于 是 
go io9g, 
dL_ dL wad 
df A A dn 
= hpd.) 
所 以 


从 而 得 到 另 一 个 运动 积分 
H = 六 wd -上 一 常数 (7.5) 


下 面 我 们 来 讨论 函数 甩 的 物理 意义 为 此 我 们 先 写 出 用 广义 速度 g, 表示 
的 动能 工 的 具体 形式 . 利用 mr =r (oa ，…a,) ,得 


加 ll 1 " 1 “ dr ， ar., (> 7; ， 9r., 
T= 和 2 FD ir 二 2 jm, (> 5 9。 十 | 3 3gn 2t ar 


= T,+ 了 | + T,, (7.6) 
其 中 
1 9r, dr,.. 
» YS, 
r= DDE" ‘og, “39902 = oot9， ,1) gqg, 


- 9r., .3 。 
于 三 5 二 一 = 了 (qt)9。， 


a=1 i=1 
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nt 1 ar. 2 
T， = 、， 到 (区 
0 < 2 ar 


T, 是 广义 速度 4, 的 二 次 齐 次 式 ,T, 是 一 次 齐 次 式 ,T。 和 广义 速度 无 关 . 由 于 
普通 的 势能 V 和 广义 速度 无 关 ,因此 = 人， 于 是 利用 齐 次 函数 的 欧 拉 
gs do 


(Euler) 定 理 ” ,我们 可 得 


， 。 oT. 
= > pq。 一 工 = ; 
at 


汪 3 
=2T+Ti-L=T -Ti+y= 常 数 . (7.7) 
， 拓 以 互 是 一 个 与 动能 和 势能 有 关 的 量 , 称 为 广义 能 量 . (7.7) 式 称 为 雅 可 比 积 
分 或 广义 能 量 积分 . 但 从 (7.7) 式 中 仍然 看 不 出 五 的 物理 意义 是 什么 . 


下 面 进一步 分 析 约 束 稳 定时 (就 是 约束 方程 中 不 显 含 时 间 ) 的 情况 . 这 时 
区 =0, 将 它 代入 (7.6) 式 得 
T= T,, T= T,=10. 
于 是 (7.7) 式 变 为 
日 =T+V = 常数， (7.8) 
上 式 表明 :在 工 不 显 含 时 间 ,并 且 约 束 是 稳定 的 情况 下 ,(7.5) 式 所 定义 的 函数 
五 就 是 体系 的 能 量 ,(7.8) 式 就 是 能 量 守 恒定 律 . 
运动 积分 有 两 类 . 一 类 具有 可 加 性 , 即 对 于 由 几 部 分 组 成 而 各 部 分 之 间 的 
作用 又 可 忽略 的 体系 , 它 的 值 等 于 各 部 分 之 值 的 和 . 另 一 类 不 具有 可 加 性 . 具 
有 可 加 性 的 运动 积分 称 为 守恒 量 . 上 面 我 们 已 经 讨论 过 的 动量 守恒 、 角 动量 守 
恒 和 能 量 守恒 ,都 是 具有 可 加 性 的 运动 积分 ,在 经 典 力学 范围 内 总 共 只 有 7 个 这 
样 的 量 . 不 具有 可 加 性 的 运动 积分 有 很 多 . 例如 我 们 可 取 (7.1) 中 的 C,,C，， 
…,C;, 为 1=0 时 g, 和 g, 的 值 ,由 于 gq, 和 g, 一 般 不 具有 可 加 性 ,所 以 由 (7.2) 
所 表示 的 运动 积分 也 就 不 具有 可 加 性 了 . 
上 其 有 可 加 性 的 运动 积分 的 不 变性 是 和 空间 和 时 间 的 一 些 基 本 性 质 一 一 它们 
的 均匀 性 和 各 向 同性 相 联系 的 :时 间 的 均匀 性 导致 能 量 守恒 ,空间 的 均匀 性 
导致 动量 守恒 ,空间 各 向 同性 导致 角 动 量 守恒 . 
空间 的 均匀 性 和 各 向 同性 ,意味 着 坐标 轴 的 原点 和 方向 可 任意 选取 而 不 会 
改变 体系 的 力学 性 质 ,也 就 是 说 ,当空 间 有 一 任意 无 限 小 平移 
r=E= eitej+ek, (7.9) 


*。 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 :车 /为 + 的 m 次 齐 次 式 , 则 >) jz = mf. 


58 第 二 章 ” 拉 格 朗 日 方程 


或 任 一 无 限 小 转动 


op = pe, (7.10) 
时 ,反映 体系 力学 性 质 的 拉 格 朗 日 函数 上 并 不 发 生 改 变 , 即 
8L = 0. {7.11) 


(7.10) 式 中 的 e, 表示 转动 轴 的 方向 ,8p 表示 绕 轴 转 过 的 角度 . 由 于 任意 选取 
坐标 原点 和 坐标 轴 的 方向 不 会 引起 时 间 的 变化 , 即 8: =0, 因 此 (7.11) 式 可 具体 
表示 为 

dL 、， 9oL 

a a + 5 | 


a 


SL 


ll 
B 
‘2 
| 
-一 人 
| 


-3 (7.12) 
将 (3.8) 式 代入 (7.12) 式 得 


_ 9 Sn 。 OF; 
SL = BD 。 (5S 到 so | 


= Smr, * Sr, = 0. (7.13) 


这 个 表示 式 对 于 空间 均匀 性 和 空间 各 向 同性 两 种 情况 都 适用 . 

(1) 空间 均匀 性 导致 动量 守恒 .空间 均匀 性 意味 着 坐标 可 以 任意 平移 .而 
坐标 平移 时 体系 中 所 有 的 质点 有 相同 位 移 ,因此 各 个 质点 的 Sr 均 相同 ,都 是 
8g. 这 时 (7.13) 就 变 为 

d/o + d 
SL=& mr)= £ 下 = 0. 
由 于 s 是 任意 的 ,因此 要 使 上 式 成 立 , 必 然 得 出 
p=— Smt 三 常 矢 量 . 


即 如 果 体 系 所 在 的 空间 是 均匀 的 ,体系 的 动量 一 定 守恒 . 39 
(2) 空间 的 各 向 同性 导致 角 动 量 守恒 . 空间 的 各 向 同 
性 意味 着 坐标 轴 的 方向 可 以 任意 转动 . 如 图 2.16 所 示 , 当 
坐标 发 生 一 任意 转动 gp 时 ,由 此 所 引起 的 第 i 个 质点 的 
位 移 为 
Sr, = Sp9xXr.. 
将 它 代入 (7.13) 式 得 


df : 
8L= mr (dp xr,)| 图 2.16 
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L 
= 9: BI Dn x mi] se， =0. 


由 于 39 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必然 得 出 


下 
L = Sr xX mr, = 常 矢 量 . 


二 


以 上 均 是 对 封闭 体系 而 言 的 . 在 外 场 中 的 质点 系 , 当 坐标 原点 移动 或 坐标 轴 的 
方向 转动 时 ,外 场 对 质点 的 作用 将 会 改变 ,因此 体系 的 动量 和 角 动 量 不 再 守恒 ， 
”如 果 外 场 不 依赖 某 一 坐标 , 则 坐标 原点 在 这 个 方向 平移 时 拉 格 朗 日 函数 不 变 ,于 
是 可 得 出 这 个 方向 动量 守恒 的 结论 . 重力 场 中 质点 水 平方 向 的 动量 守恒 就 属于 
这 种 情况 . 同样 ,如果 空 间 在 x 、y 方向 是 各 向 同性 的 ,x 轴 和 y 轴 的 任意 选取 不 
会 引起 拉 格 朗 日 函数 的 改变 , 则 绕 x 轴 作 任意 转动 时 拉 格 朗 日 函数 不 变 , 从 而 
得 出 角 动 量 在 x 轴 方 向 守恒 的 结论 . 

下 面 再 讨论 能 量 守恒 来 源 于 时 间 均 匀 性 的 问题 . 所 谓 时 间 均 匀 性 , 指 的 是 
时 间 原 点 (+ =0 的 时 刻 ) 可 以 任意 选取 ,时 间 平 移 不 会 引起 拉 格 朗 日 函数 的 改 


变 . 这 只 有 在 拉 格 朗 日 函数 不 显 含 时 间 ， 即 人 =0 时 才 有 可 能 ， 上 面 我们 已 经 


证 明 ,57 =0 时 体系 的 广义 能 量 HH= Sp,b,- 工 守恒 , 当 约 束 稳定 时 及 即 为 


体系 的 能 量 . 约束 不 稳定 ,约束 方程 含有 时 间 ,当时 间 平 移 时 ,约束 条 件 就 要 改 
变 , 时 间 的 均匀 性 就 破坏 了 . 这 表明 能 量 守恒 的 条 件 可 由 时 间 均 匀 性 的 要 求 直 
接 得 到 ,所 以 能 量 守恒 条 件 的 本 质 是 时 间 的 均匀 人 性. 

在 建立 拉 格 朗 日 方程 时 我 们 曾 指 出 ,对 于 一 个 确定 的 力学 体系 ,广义 坐标 的 
数目 是 一 定 的 ,但 具体 选取 什么 作为 广义 坐标 则 是 任意 的 . 上 面 所 指出 的 时 空 
对 称 性 和 守恒 定律 的 关系 告诉 我 们 :如 果 体 系 所 在 的 空间 有 某 种 平 动 或 转动 的 
对 称 性 , 则 应 取 与 此 对 称 性 相关 联 的 一 个 坐标 为 广义 坐标 . 因为 ,从 上 面 的 讨论 
中 可 知 ,这 种 坐标 一 定 是 循环 坐标 ,相应 的 广义 动量 就 是 对 应 的 守恒 量 . 这 就 部 
分 地 回答 了 本 节 开始 时 所 提出 的 问题 :如 何 做 到 使 拉 格 朗 日 方程 全 部 或 部 分 好 
被 运动 积分 所 取代 的 问题 . 

【 例 】 写 出 质点 在 下 列 各 种 势 场 中 运动 时 的 循环 坐标 及 其 相应 的 守 便 量 ， (1) 无 限 大 
均匀 平 商场 ;(2) 无 限 大 均匀 圆柱 场 ;(3) 均匀 圆 环 面 的 场 . 

解 : (1) 取 Ory 平面 为 此 平面 , 则 空间 对 于 z 方向 和 y 方向 的 平移 不 变 , 绕 > 轴 的 转动 
不 变 . 因此 坐标 +、y 和 绕 * 轴 的 转角 9 均 为 循环 坐标 ,相应 的 守恒 量 为 p, 、p, 和 工 .. 

(2) 取 贺 柱 的 轴线 为 = 轴 , 则 空间 对 于 z 方向 的 平移 和 绕 = 轴 的 转动 不 变 , 所 以 > 和 
均 为 循环 坐标 ,相应 的 守恒 量 为 p。 和 工 ,， 

(3) 取 圆 环 平面 为 Ozy 平面 , 则 空间 对 于 绕 x 轴 的 转动 不 变 ,所 以 gp 为 循环 坐标 ,相应 
的 守恒 量 是 上. 
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$2.8 瞬时 力 问题 的 拉 格 明日 方程 


在 许多 问题 中 ,力学 体系 运动 状态 的 改变 是 由 于 受到 有 瞬时 力作 用 的 结果 . 
所 谓 瞬时 力 , 指 的 是 力 下 作用 的 时 间 Az 很 短 ,尽管 下 的 值 很 大 ,但 冲 量 


1= | Fd (8.1) 
0 


有 限 . 

在 普通 物理 中 己 用 牛顿 动力 学 方程 讨论 过 这 个 问题 ,如 果 一 个 力学 体系 由 
许多 相互 间 存 在 约束 的 物体 所 组 成 , 则 用 拉 格 朗 日 方程 处 理 瞬 时 力 问题 比 用 牛 
顿 力 学 方法 方便 . 丁 就 来 讨论 这 种 方法 . 

对 于 理想 .完整 的 力学 体系 , 拉 格 朗 日 方程 的 一 般 形 式 为 


d aT oT 
di 390. 了 a = |],2,'",s 
将 上 式 对 时 间 从 0 到 Ar 积分 ,左边 第 一 项 为 
[六 于 -于 | -于 
0 di ga。 dq。 各 了 99。 0 


左边 第 二 项 
[ dt < (Fe Ai ， 
0 9g, gg。 J ax 

由 于 | 元- 是 有 限 的 ,因此 当 Ai 很 小 时 ,这 一 项 为 零 ,右边 则 为 


Ar 1 ar. 3 7 (8 » 
= .Fdr=1.. . 
| Q.dt | 2 9g, . ” ) 


I 称 为 广义 冲 量 , 和 (8.1) 一 样 ,1 是 有 限 的 . 于 是 得 到 瞬时 力作 用 下 的 拉 格 朗 
日 方程 为 : 
37T| aT 
5 _， 3 , = [,， c=1,2,.…,s. (8.3) 
解 这 * 个 方程 即 可 得 到 明 时 力作 用 前 后 体系 运动 状态 的 改变 . 
【 例 】 四 根 质量 均 为 m ,长 为 1 的 匀 质 杆 ,端点 用 铵 链 相连 成 菱形 ,放置 在 光滑 水 平面 
上 ,原来 的 形状 为 正方 形 . (1) 车 体系 开始 时 静止 ,而 后 在 A 点 突然 受到 沿 图 中 AB 方向 的 
冲 量 了 , 求 冲击 终了 时 A 点 的 速度 ;(2) 车 开始 时 体系 以 速度 wm 沿 BA 方向 运动 ,而 后 突然 
将 A 点 固定 , 求 以 后 质心 C 的 速度 和 杆 的 角速度 ,并 计算 能 量 的 损失 . 
解 : 如 图 2.17 所 示 , 取 固定 坐标 系 Ory 和 质心 坐标 系 Cr'y ,体系 有 2 个 自由 度 , 取 质心 
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C 的 坐标 y 和 杆 与 Cr 轴 的 夹 角 8 为 广义 坐标 , 则 A 点 的 位 


置 矢量 为 
ra = (yc — {sin 0)j. (1) 


根据 完 尼 希 定理 ,体系 的 动能 包括 质心 动能 方 (4m) 光 > 


和 四 根 杆 相对 于 质心 的 动能 . 在 质心 系 Cr y 中 ,每 一 根 杆 
的 动能 又 可 由 其 质心 M 的 动能 和 绕 M 点 转动 的 动能 所 组 


成 ,后 者 为 廊 " 生 mi" 信 , 其 中 证 ml? 为 匀 质 标 绕 中 心 的 转 
动 惯量 . 所 以 体系 总 的 动能 为 


,， 1 1 l 2 82 
T= Fm)ye +4| nm (6 二 34m! 9 | 


2 2 
(2) 
二 2 ny 十 mt ， 
由 此 得 
24 一 4 my 
Oye 
oT 4 3) 
38 = m0 
(1) 原来 静止 ,端点 A 突然 受到 冲 量 1= | Fdt, 此 时 由 (1) 得 
,= | 了 . Fd = [Fa = 1， 
A Ora Ar 7 (4) 
1 = | 7 .Fd =-| {cos OFdt -51 
上 面 第 二 式 中 最 后 一 步 是 由 于 冲 量 作 用 时 8= 45" 得 出 的 . 将 (3)、(4) 代 入 (8.3), 并 考虑 到 在 
冲 量 作用 前 y.. =0,6 =0, 最 后 得 
4 myec = 了， 
| =- 5 (5) 
由 (1) 得 
VU a= (yc — leos 06) .= (x - 9) (6) 
将 (5) 中 的 y. 和 站 代入 上 式 即 得 A 点 的 速度 为 
I 31 \, $1, 
0 (7) 
(2) 体系 原来 以 等 速 - vj 运动 ,然后 突然 将 4 点 固定 . 因此 由 (6) 式 得 
5 -0 (8) 


ye 大 
V2 
这 种 情况 可 看 成 是 由 于 A 点 受到 一 个 外 加 冲 量 卫 的 结果 . A 点 固定 前 


ye | =- wo, 6|,., = 0， 
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因此 由 (8.3) 式 得 


dm (ye + ww)=1,， 
4 了 A 7 了 (9) 
加 0 = 一 5! . 
由 (8) 和 (9) 消 去 了 得 
。 3 
Ye 一 ”本 70， 
(10) 
| _ 32 
Se" 


这 就 是 A 点 突然 固定 后 质心 的 速度 和 杆 的 角速度 . 由 (2) 得 体系 动能 的 损失 为 
1 ， 3 2 :1 3 
AT= 3 (4 ) vo 一 [2 (- 二 an 十 mt (- 272, ) | 


一 mw (11) 


上 例 两 种 情况 的 瞬时 力 都 来 自 外 界 ,体系 内 部 发 生 爆 炸 或 互相 碰撞 也 会 产 
生 瞬 时 力 ,这 时 的 瞬时 力 都 是 内 力 ,因此 过 程 前 后 体系 的 动量 . 角 动 量 不 变 , 但 能 
量 一 般 都 发 生 改 变 . 单 由 动量 和 角 动 量 守恒 并 不 能 把 过 程 前 后 的 状态 完全 确 
定 . 对 于 爆炸 问题 需要 知道 爆炸 时 所 释放 的 能 量 . 对 于 碰撞 问题 ,要 引入 一 个 
称 为 恢复 系数 的 参数 . 下 面 对 碰撞 问题 作 一 简单 讨论 . 

假定 发 生 碰 撞 的 物体 是 两 个 光滑 的 小 球 ， 把 整 
个 碰撞 过 程 分 成 压缩 和 恢复 两 个 阶段 . 在 压缩 阶段 ， 
两 球 发 生 微小 的 压缩 形变 ,相互 间 冲 击 力 的 方向 沿 
球 心 连 线 的 方向 ,相应 的 冲 量 称 为 压缩 冲 量 ,用 1 
表示 . 这 种 压缩 过 程 一 直 持续 到 两 球 连 心 线 方向 的 
速度 相等 为 止 . 然后 开始 恢复 直到 两 球 脱离 接触 ,其 ， 
”相应 的 冲 量 称 为 恢复 冲 量 ,用 1, 表示 . 恢复 冲 量 和 
压缩 冲 量 之 比 称 为 恢复 系数 , 记 作 。, 即 图 2.18 


e = -=. (8.4) 


e 的 值 和 两 个 物体 的 材料 性 质 有 关 , 需 由 实验 方法 测定 . 例如 两 个 玻璃 球 之 间 
碰撞 的 恢复 系数 约 为 0.93 , 钢 球 之 间 约 为 0.$7, 硬 质 木 球 之 间 约 为 0.50. 

将 两 个 球 碰 撞 前 后 的 速度 w zw 和 mw 、v; 沿 两 球 接 触 面 的 法 线 { 即 连 心 线 
方 回 )e, 方 向 和 切线 e, 方 回 分 解 ,得 


太一 (cy 一 TD)=- MD — wv), 


和 = (一 az) = (vu — vw,). 
式 中 wv 为 压缩 过 程 结 束 时 两 球 沿 连 心 线 方向 的 公共 速度 . 将 上 式 中 的 v 消去 


得 
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so Vv (8.5) 


这 个 关系 式 称 为 牛顿 公式 ,实际 测定 恢复 系数 时 是 按 此 公式 进行 计算 的 , (8.4) 
中 的 I， 和 I, 难以 实际 测定 .， 
补充 了 牛顿 公式 以 后 ,由 碰撞 前 后 动量 守恒 


2 Ed 
PO R07 二 MV 1+ HU ,, 


即 可 得 
， 1 
= 一 一 一 一 一 十 十 ， 
了 m+ mt epry um t+ ml + e)wv,,|, 
| (8.6) 

”二 1 + e 十 《7 一 em ; 

Uon Ni 十 mkt ) vn ( 2 1 ) U2 | 
Ui 一 Tt 
， (8.7) 
Vo = 了 


《8.7) 式 是 由 于 小 球 光 滑 ,不 考虑 摩擦 力 的 结果 . 如 果 考 虑 摩擦 力 , 则 小 球 碰撞 
后 要 发 生 转 动 ,计算 将 变 得 比较 复杂 . 由 (8.6) 和 (8.7) ,知道 了 wm 、v, 和。 后 , 即 
可 求 得 w， 和 w;. 不 难 证 明 , 只 有 当 e=1 时 ,碰撞 前 后 的 机 械 能 才 是 守恒 的 . 这 
种 情况 称 为 弹性 磁 撞 ,我 们 在 第 三 章 中 还 要 作 详 细 讨论 . e。 < 1 时 ,碰撞 后 能 车 
小 于 碰撞 前 的 能 量 ,机 械 能 不 再 守恒 . 这 种 碰撞 称 为 非 弹性 碰撞 e = 0 的 碰撞 
称 为 完全 非 弹 性 碰撞 ,这 时 只 有 压缩 阶段 ,没有 恢复 阶段 ,碰撞 的 结果 使 两 个 物 
体 变 成 为 一 个 物体 . 


习题 


2.1 用 达 朗 贝尔 方程 写 出 习题 1.20 的 运动 微分 方程 . 
2.2 用 达 朗 贝尔 方程 写 出 习题 1.21 的 运动 微分 方程 . 
2.3 用 达 朗 贝尔 方程 写 出 习题 1.24 的 运动 微分 方程 . 
2.4 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.2 的 运动 微分 方程 . 
2.5 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.6 的 运动 微分 方程 . 
2.6 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.20 的 运动 微分 方程 . 
2.7 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.21 的 运动 微分 方程 . 
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2.8 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.24 的 运动 微分 方程 ， 

2.9 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.27 的 运动 微分 方程 . 

2.10 用 拉 格 朗 日 方程 写 出 习题 1.28 的 运动 微分 方程 . 

2.11 光滑 刚性 抛物 线 R =2px 以 恒定 角速度 w 绕 铅 直 轴 > 
旋转 ,其 上 套 有 质量 为 m 的 小 环 . (1) 试 求 小 环 的 拉 格 朗 日 函数 及 
运动 方程 ;(2) 小 环 可 稳定 在 抛物 线 某 处 时 ,w= ? 

2.12 质量 为 m 的 质点 约束 在 光滑 的 旋转 抛物 面 rz + y = 
az 的 内 壁 运动 ,z 轴 为 铅 直 轴 . 写 出 :(1) 质 点 的 运动 方程 ;(2) 质 点 
作 圆 周 运 动 所 应 满足 的 条 件 . 


2.13 ”图 中 所 示 是 一 台 磅 秤 的 简化 机 构 , 试 证 明 : 若 号 - 


EEF” 


人 , 则 在 平衡 的 情况 下 , 征 锤 的 重量 PP 与 重 物 P' 在 秤 台 上 的 位 置 


, ,FG 
无 关 , 且 已 =P EF. 
2.14 长 度 都 为 ! 的 轻 棱 四 根 ,光滑 地 联 成 一 个 萎 形 ABCD. 4B .4D 二 边 支 于 同一 水 
平 线 上 相距 为 24 的 二 个 钉子 M 和 NN 上 . BD 间 用 一 轻 强 联结 ,C 点 上 系 一 重量 P, 设 A 点 


的 项 角 为 2a, 求 强 中 的 张力 Fi. 


P 


题 2.13 图 题 2.14 图 


2.15 一 水 平 的 固定 光滑 钉子 M 与 光滑 铅 直 墙 面 的 趾 离 为 d ,一 长 为 ! 的 均匀 棒 AB 搁 
在 钉子 上 ,下 端 于 在 墙 上 , 求 平衡 时 棒 与 墙 所 夹 的 角度 p. 

2.16 长 为 21 的 均匀 杆 AB ,一 端 靠 在 光滑 的 坚 直 墙 上 , 另 一 端 搁 在 光滑 的 固定 曲面 上 ， 
曲面 的 方程 式 为 x* + (2y -1)* = 7 , 求 杆 的 平衡 位 置 . | 

2.17 在 光滑 的 半径 为 > 的 圆柱 体 上 放置 着 两 根 长 为 21 ,质量 为 m 的 用 铵 链 连接 的 均 
名 长 杆 , 求 杆 的 平衡 位 置 . 

2.18 质量 为 m, 和 ms 的 两 个 质点 用 一 固有 长 度 为 !, 重 量 可 忽略 的 弹簧 连接 ,放置 于 
半径 为 R 的 光滑 球 壳 内 , 求 平衡 时 两 质点 的 位 置 . 
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题 2.16 图 


ml] 


题 2.17 图 题 2.18 图 


2.19 由 两 个 相同 的 重 物 P 和 用 铵 链 连 接着 的 四 根 长 度 为 ! 的 轻 棒 及 一 个 质量 可 忽 咯 
的 弹簧 k 所 组 成 的 力学 体系 ,其 结构 如 图 所 示 , 体 系 处 于 
铅 直 平面 内 ,O 〇 点 是 固定 的 , 当 图 中 的 6= 45 时 弹簧 处 于 
固有 长 度 , 求 平衡 时 体系 的 位 置 . 

2.20 写 出 质点 在 下 列 各 势 场 中 运动 时 的 守恒 量 : 
(J) 无 限 均匀 半 平 面 场 ;(2) 两 点 源 的 场 ;(3) 均 匀 圆 锥 体 的 
场 ;(4) 无 限 均 匀 圆 柱 螺 旋 线 的 场 ， 

2.21 一 质量 为 m 的 质点 能 在 半径 为 R 的 铅 直 放 
置 的 圆 形 细 管 内 无 摩擦 地 滑动 , 圆 管 绕 乘 直 直径 以 角 速 
度 w 转动 . 写 出 质点 的 守恒 量 和 它 的 运动 微分 方程 . 

“2.22 一 个 粒子 受到 中 心力 


F= 雪 (1 


r 


2 
的 作用 而 在 一 个 平面 内 运动 , 求 产生 这 个 力 的 广义 势能 ,并 由 此 找 出 粒子 在 平面 内 运动 的 拉 
格 朗 日 函数 . 


2.23 质量 为 m .电荷 为 g 的 粒子 在 轴 对 称 电场 E= 人 es 和 均匀 磁场 B= Bok 中 运动 . 
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写 出 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 和 运动 微分 方程 ， 
2.24 一 质点 在 螺旋 面 上 运动 ,螺旋 面 的 方程 为 : 
= Rcosgp, y= Rsing, z= bp， 
此 质点 并 受 轴 向 斥 力 ,其 大 小 和 质点 到 轴 的 距离 成 正比 . 写 出 此 质点 的 拉 格 朗 日 函数 和 运动 
方程 . 

“2.25 一 长 为 /的 轻 质 刚性 杆 连 接着 质量 为 mw ， 和 7: 的 两 个 质点 ,原来 绕 质心 C 以 角 
速度 w 在 水 平面 上 转动 , 若 突然 将 C 点 的 轴 去 掉 ,同时 将 mn; 固定 , 求 此 后 mr 绕 m; 转动 的 
角速度 w 及 体系 受到 的 广义 冲 量 工 

`2.26 半径 为 R 的 无 质量 圆 盘 嵌 有 一 质量 为 普 的 质点 ,质点 到 圆 盘 中 心 的 距离 为 ,图 
盘 沿 倾角 为 a 的 斜面 深 下 , 求 圆 盘 的 运动 规律 . 


~ 


4 


题 2.26 图 题 2.27 图 


2.27 质量 为 产 的 光滑 钢 球 A 垂直 下 落 , 在 速度 为 a 时 与 男 一 质量 为 m 的 静止 悬挂 着 
的 钢 球 B 发 生 弹 性 碰撞 时 ,两 球 连 心 线 与 铝 直 线 所 夹 的 角度 为 9, 求 碰撞 后 两 个 球速 度 的 大 


小 和 方向 . , 
`2.28 质量 为 mmr, 的 光滑 小 球 和 另 一 质量 为 m, 的 静止 [月 
小 球 发 生 碰 撞 ,碰撞 后 两 球 的 速度 方向 相互 垂直 . 求证 mm, = 1 


cns ,e 为 两 球 间 的 碰撞 恢复 系数 . / 
2.29 质量 为 m， 和 m; 的 小 球 用 等 长 的 绳子 挂 起 来 , 平 “? 
衡 时 两 球 正好 相 切 . 现 将 其 中 一 球 拉 过 偏 角 c ,然后 从 静止 状 
态 释 放 ,到达 最 低 点 撞击 另 一 球 后 ,使 它 产生 的 最 大 偏 角 为 8. 题 2.29 图 
设 c 和 8 已 由 实验 测定 , 求 碰撞 系数 。. 
2.30 ”弹性 球 自 高 为 h 处 无 初速 地 下 落 在 水 平面 上 ,碰撞 恢复 系数 为 , 求 经 过 多 少时 
间 后 球 将 停止 跳动 ,并 求 在 整个 弹跳 过 程 中 , 球 所 经 过 的 总 路 程 . 
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本 章 首 先 讨 论处 理 两 体 问 题 的 一 般 方 法 一 一 将 两 体 问 题 简 化 为 两 个 单 粒子 
问题 ,然后 讨论 中 心 势 场 中 单 粒 子 运动 的 一 般 性 质 ;在 此 基础 上 ,着 重 讨论 物理 
上 三 类 典型 的 两 体 问题 : 束 绪 态 问题 碰 祥 问题 和 衰变 问题 ;介绍 经 典 散 射 截 面 
的 概念 后 ,又 以 刚 球 势 为 例 ,给 出 散射 截面 从 质心 坐标 系 到 实验 室 坐 标 系 的 变换 
方法 . 本 章 全 部 采用 拉 格 朗 日 方法 来 处 理 问题 ,这 祥 做 的 主要 目的 ,是 为 了 和 后 
继 课 程 量 子 力 学 中 相应 的 理论 一 致 . 


3.1 两 体 问题 化 为 单 粒 子 问题 


两 个 相互 作用 着 的 粒子 所 组 成 的 体系 的 运动 问题 称 为 两 体 问题 . 典型 的 两 
体 问题 有 三 类 : 

(1) 束缚 态 问题 . 其 特点 是 两 体 间 始 终 保持 有 限 距离 . 电子 绕 核 , 行 星 绕 太 
阳 的 运动 ,是 这 类 问题 中 最 重要 的 例子 . 

(2) 散射 或 碰撞 问题 . 其 特点 是 :两 个 粒子 从 相距 无 穷 远 处 逐渐 接近 ,经 过 
相互 作用 后 各 自 改变 了 运动 状态 又 相互 分 离 至 无 穷 远 . 电子 或 质子 经 过 加 速 器 
加 速 后 打 到 靶 上 或 粒子 彼此 对 撞 ,就 是 一 种 散射 问题 . 

(3) 俘获 和 训 变 问题 . 过 程 前 后 粒子 数 从 2 变 为 1 或 由 1 变 为 2. 粒子 物理 
中 这 类 问题 是 很 多 的 . 

通常 两 体 问题 可 以 得 到 严格 的 解 . 首先 把 两 体 运 动 分 解 为 质心 运动 和 相对 
于 质心 的 运动 两 部 分 ,总 的 运动 可 以 看 成 是 这 两 部 
分 运动 的 合成 . 由 于 两 体 间 的 相互 作用 是 内 力 , 不 
会 影响 质心 的 运动 . 因此 大 不 存在 外 场 , 则 质心 作 
惯性 运动 ;如 果 还 受 外 场 的 作用 , 则 质心 运动 可 由 
质点 系 的 质心 运动 定理 决定 . 所 以 质心 运动 部 分 
可 认为 是 已 知 的 ,需要 讨论 的 只 是 相对 运动 部 分 . 
下 面 将 证 明 ,两 个 粒子 的 相对 运动 又 可 约 化 为 一 
单 粒子 的 运动 . 在 本 章 中 ,我 们 用 x 、y、x 表示 两 图 3.1 
个 粒子 之 间 相 对 运动 的 坐标 ,而 用 zu yo .ze 表示 相应 惯性 系 中 的 坐标 . 
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如 图 3.1 所 示 , 设 ro 和 ro 为 两 个 粒子 在 实验 室 系 (惯性 系 ) 中 的 位 置 矢量 ， 
m1 和 mm, 为 它们 各 自 的 质量 ,体系 的 动能 则 为 


T= Lr + dr,. (1.1) 


2 2 
体系 的 势能 包括 两 部 分 :一 部 分 是 两 个 粒子 在 外 场 中 的 势能 V'" ,假定 它 只 与 
体系 的 质心 位 置 
101701 十 mro2 


= (1.2) 


Mm 十 my 
有 关 ; 男 一 部 分 是 两 个 粒子 的 相互 作用 势能 V'”, 假 定 它 只 与 两 个 粒子 间 的 相对 
位 置 


roe 


r= ro — ro (1.3) 

有 关 . 因此 体系 总 的 势能 为 
V= Vore)+t VOCr). (1.4) 
两 个 粒子 的 自由 度 为 6, 我 们 取 ro 和 rr 为 广义 坐标 . 由 (1.2) 和 (1.3) 式 可 


解 得 
四 7 ， 
"or Mc ni1 十 7 
(1.5) 
_ 7 1 
“0 0 m1 十 ma 
将 (1.5) 代 入 (1.1) 式 ,得 体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 
加 加 1 ， 112 > ,2 
L=T-V= ym (Voc + > | 十 
2 
a 2 . ， 
$m [ioe 一 1, | 一 V(roc) 一 VCr) 
=Li(rocyroc)+ 工 (rr)， (1.6) 
其 中 
1 . 
L, 一 本 (za 十 7 ) Por 一 VS (Croc )， (1.7) 
1  . 
L; = Fr —- V(r), (1.8) 
而 
mm; 
Wr nt mm (1.9) 


所 以 选取 质心 位 置 ro 和 两 个 粒子 间 的 相对 位 置 + 为 广义 坐标 后 ,两 体 问题 的 
拉 格 朗 日 函数 分 解 为 反映 质心 运动 的 拉 格 朗 日 函数 工 , (ru ,Pr ) 和 反映 两 个 粒 
子 间 相对 运动 的 拉 格 朗 日 函数 L,(r,r) 两 个 独立 部 分 . 这 样 就 把 两 体 问 题 分 解 
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为 两 个 单 粒 子 问题 . 其 中 相对 运动 部 分 相当 于 质量 为 m, 的 单 粒子 在 势 场 
V(r) 中 的 运动 ,m, 称 为 折合 质量 . 

需要 指出 :上 述 结 论 是 在 外 场 "只 和 质心 位 置 ri 有 关 , 内 场 V"” 只 和 和 相 
对 位 置 + 有 关 的 假定 下 得 到 的 ,一 般 来 说 后 者 总 是 成 立 的 ,但 前 者 有 时 不 一 定 
成 立 . 但 如 果 外 场 强 度 比 内 场 弱 得 多 ,以致 完全 可 以 忽略 ,那么 上 述 结论 依然 成 
立 ,这 时 质心 作 惯 性 运动 ,物理 上 碰 到 的 多 数 情形 正 是 这 一 类 问题 . 

最 重要 的 一 类 两 体 相互 作用 势 只 和 两 个 粒子 的 相对 距离 > 有 关 , 而 和 它们 
的 相对 方向 无 关 , 即 V(r)= V(r). 这 种 势 场 
称 为 中 心 势 场 . 今后 如 无 特别 说 明 ,我 们 将 只 讨 
论 这 种 势 场 ， 

两 个 粒子 的 相对 运动 既 可 以 用 一 个 粒子 相 
对 于 男 一 个 粒子 的 运动 来 描述 ,也 可 以 用 两 个 粒 
子 各 自 相 对 于 质心 的 运动 来 描述 . 后 一 种 描述 
方法 称 为 粒子 在 质心 系 中 的 运动 ， 如 图 3.2 所 
示 ,我 们 取 两 个 坐标 系 , 一 个 是 固定 在 实验 室 中 
的 坐标 系 Ox6 vo zo , 即 实验 室 坐 标 系 . 另 一 个 坐 
标 系 Cryz 的 坐标 原点 取 在 两 个 粒子 的 质心 C 上 ,坐标 轴 的 方向 和 前 者 平行 , 称 
为 质心 坐标 系 . 如 果 我 们 用 r, 、r, 表示 第 一 个 粒子 和 第 二 个 粒子 在 质心 坐标 系 
中 的 位 置 , 则 


图 3.2 


人 (1.10) 


ro2 二 7oc t+ 8,. 
两 个 粒子 间 的 相对 位 置 > 则 与 坐标 系 无 关 : 
r 一 ru 一 ro = 了 | 一 了 . (1.11) 
将 (1.10) 式 和 (1.5) 式 比较 ,可 知 


ni, 


"1 7721 1 十 pz 
(1.12) 


pil 


Fr 一 r. 
1711 十 1， 


上 述 表明 两 个 粒子 在 质心 系 中 的 位 置 r, 和 r, ,与 两 个 粒子 的 相对 位 置 + 只 差 
一 个 比例 常数 ,因此 知道 了 一 个 粒子 相对 于 另 一 个 粒子 的 运动 ,也 就 知道 了 两 个 
粒子 各 自 相对 于 质心 的 运动 . 今后 我 们 说 到 相对 运动 ,不 再 区 分 是 -个 粒子 相 
对 另 一 个 粒子 的 运动 ,还 是 它们 相对 于 质心 的 运动 ,相对 运动 的 动能 既 可 以 用 
也 加 ,表示 ,也 可 以 用 二 mm 六 + 地: 户 表 示 , 利 用 (1.12) 式 很 容易 证 明 两 者 
是 一 样 的 . 
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$3.2 在 中 心 势 场 中 单 粒子 的 运动 
有 效 势 能 


现在 我 们 来 讨论 在 中 心 势 场 VCr) 中 单 粒子 的 运动 问题 . 粒子 在 中 心 势 场 
V(r) 中 所 受 的 力 为 中 心力 : 


_ /av 19ayV 1 3V 
= VV = [天 -5564 rsng ap “| 
=- 宁 ee = Flr)e,. (2.1) 


下 的 大 小 只 依赖 于 >, 它 的 方向 与 矢 径 r 的 方向 一 致 或 相反 . 在 $1.5 中 我 
们 曾经 指出 ,在 中 心 势 场 中 的 粒子 必 作 平面 运动 ,可 取 平 面 极 坐标 ,所 以 粒子 的 
拉 格 裔 日 函数 为 


Fm tr - VC). (2.2) 
上 述 拉 格 朗 日 函数 不 含 时 间 上, 因此 粒子 能 量 守恒 : 
E= Fm tr ) + V(r) = 常数， (2.3) 


拉 格 朗 日 函数 不 含 坐 标 6, 因 此 对 应 的 广义 动量 即 角 动量 上 守恒: 
L = mr6 = 常数 . (2.4) 
注意 不 要 把 上 式 中 的 工 与 拉 格 郎 日 函数 相 混 清 . 将 (2.4) 代 人 (2.3) 得 


2 


E = 次 关上 二 + V(r). (2.5) 


L 
2 2mr” 
这 样 就 把 两 个 变量 r .9 的 运动 问题 约 化 为 单个 变量 + 的 运动 问题 了 . 由 (2.5) 
得 


dr 2 LL 
EVD Wr (2.6) 


对 上 式 积分 得 
i 7 
2[E 一 V(r)] 一 - 


mm 


由 (2.7) 式 可 解 得 为 1 的 显 函 数 r=x(7), 代 回 (2.4) 式 并 积分 ,得 


9 = |d9 = | dt (2.8) 
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(2.7) 和 (2.8) 就 是 粒子 的 运动 方程 . 
由 (2.4) 和 (2.6) 两 式 中 消去 di ,并 积分 ,得 
Fa, 
oe (2.9) 
2m[E— V(r)]j-— 


这 就 是 粒子 的 轨道 所 满足 的 方程 式 ， 

(2.3) 和 (2.4) 的 能 量 守恒 和 角 动 量 守恒 ,以 及 由 此 导出 的 运动 方程 (2.7) 
和 (2.8) 及 轨道 方程 (2.9) ,解决 了 在 中 心 势 场 中 单 粒 子 的 运动 问题 . 但 是 应 该 

出 ,只 有 少数 几 种 函数 V(r) 可 以 使 (2.7)、(2.8) 和 (2.9) 式 具有 解析 形式 的 

解 

如 果 我 们 只 需要 了 解 运动 的 主要 特征 ,也 可 以 不 必 通 过 上 述 积分 ,只 要 对 6 

的 变化 作 些 定性 的 讨论 ,就 可 以 得 到 许多 有 用 的 结论 . 

首先 看 6 变化 的 情况 . 由 (2.4) 式 可 知 和 总 是 随时 间 单 调 地 变化 的 ,6 的 值 
和 六 成 反比 , 离 中 心 远 时 粒子 绕 中 心 旋转 慢 , 近 时 旋转 快 . 

其 次 看 > 的 变化 情况 . (2.5) 式 指出 , 径 向 部 分 r 的 运动 ,可 以 看 成 粒子 在 
有 效 势 场 


(2.10) 


Ver 站 + 了 


中 的 一 维 运动 , 量 L*/2wmr? 称 为 离心 势能 . r 变化 的 范围 ,由 (2.5) 式 中 +=0 的 
条 件 决定 ,此 条 件 为 


V(r) + 二 -EE. (2.11) 


解 此 方程 得 到 的 > 是 轨道 的 “ 必 ， ， 表 示 r(1) 从 增加 变 为 减少 , 或 者 相 
肥 . 

如 果 x 变化 的 区 间 仅 由 一 个 条 件 r 宇 7,,, 限 制 的 话 , 则 粒子 的 运动 在 空间 上 
是 无 限 的 , 即 它 的 轨道 从 无 穷 远 处 来 ,到 了 ri, 处 后 又 向 无 穷 远 处 离 去 . 如 果 r 
的 变化 区 间 有 两 个 边界 x;, 和 x,, ,那么 轨道 位 于 两 个 加 "= ri 和 = ri 所 
限制 的 环 域内 ， 但 这 并 不 意味 着 轨道 一 定 是 闭合 曲线 . 在 > 从 rr,,; 变 到 x,i, 再 回 
到 ru 这 一 时 间 间 隔 内 , 矢 径 转 过 了 一 个 角度 A0. 由 (2.9), 它 等 于 


"max Ldrir’ 


™ 2m(E -VV)-— 


轨道 闭合 的 条 件 是 A6=2xmfn. 式 中 mx 和 是 整数 . 在 这 个 条 件 下 ,经 个 
周期 的 时 间 ,粒子 的 矢 径 r 在 转 了 wm 个 整 圈 后 将 与 自己 最 初 的 位 置 重合 , 即 轨 


Al = 2 (2.12) 
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道 闭合 . 
一 般 来 说 ,轨道 闭合 的 情况 是 罕见 的 . 在 任意 形式 的 V(r) 的 情况 下 ,Ag 与 
27 之 比 并 不 是 有 理 数 ,因此 在 一 般 情 况 下 ,有 
限 运 动 的 轨道 并 不 是 闭合 的 . 在 无 限 长 的 时 
间 进 程 中 ,轨道 无 数 次 经 过 x,,, 和 run 的 位 置 
而 填 满 由 两 个 圆 所 限制 的 整个 贺 环 ,如 图 3.3 
所 示 . 

只 有 在 两 类 中 心 场 中 ,有 限 运 动 的 轨道 
才 是 闭合 的 ,这 就 是 和 1/r 及 vr” 成 正比 的 势 
场 . 前 者 如 万 有 引力 .库仑 场 ,是 最 重要 的 一 
类 中 心 势 场 ,我 们 将 在 下 节 详 细 讨论 ;后 者 则 
和 空间 谐振 子 相当 . 

【 例 1】 求 在 中 心 势 场 V= 地 br? 内 粒子 (空间 谐振 子 ) 的 运动 轨道 

解 : 选取 粒子 的 运动 平面 为 Ory 平面 , 则 体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 “2 “2 1 2 2 
L= Fmr ty)- Fk(r + 人 7)， 


1 + kx = 0, 
my +ky=0. 


[r= acos(wt + a), 


代入 拉 格 朗 日 方程 得 


其 解 为 


1， = bcos(wt + B). 
或 者 令 pwtta,d=8-a, 则 


T= acos 9g, 


y= bcos(g + 8) = beos 8cosp - bsin 6sin 9. 
由 此 二 式 及 eos p+ sin* p=1, 得 


2 zy 


本 y: 
十 一 一 一 cosG = si 和. 
a bb a 


这 就 是 粒子 的 轨道 方程 , 它 是 中 心 在 坐标 原点 的 椭圆; 或 者 , 当 8=0.x 时 ,y= 土生 ,轨道 为 


直线 . 

【 例 2】 讨论 粒子 在 吸引 势 了 = - oj/r 中 的 运动 情况 . 

解 ; 从 数学 上 严格 解 这 个 间 题 ,要 求 计算 椭圆 积分 . 但 是 利用 有 效 势能 的 概念 ,只 要 通 
过 简单 的 数学 运算 , 即 可 大 致 了 解 粒子 运动 的 情况 . 

粒子 的 有 效 势能 为 


2 


V(r) = -4. 
2mr 广 
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上 式 右 边 第 一 项 为 离心 势 ,第 二 项 为 吸引 势 . 考虑 到 : 
(1) 曲线 渐 近 行为 


(2) 曲线 零点 
由 Vs 人 r) 的 表达 式 解 得 


» 2ma 
0 工 - 
时 ， Von 等于零 . 
(3) 曲线 极 值 
由 Se = 0 解 得 
r 
i 3ma 
m 了 
时 ,Vr 取 极 大 值 ; 
; - 
(Vr max 一 VerCra) 一 Sdm ec 


根据 以 上 几 点 ,我们 即 可 作出 势能 曲线 的 大 体 图 形 如 图 3.4 所 示 


图 3.4 


利用 有 效 势能 ,能量 守恒 条 件 可 表示 为 


mr + V(r) = E. 


由 于 mr /2 恒 大 于 或 等 于 零 ,因此 要 使 上 式 成 立 , 必 须 
E 守 Vu(r). 
根据 这 一 要 求 ,从 图 3.4 中 可 以 看 出 ,粒子 不 可 能 出 现在 等 效 势能 曲线 下 面 的 区 域 . 因此 : 
(1) 铸 王 = 天 >(Vsr)ww ;粒子 可 在 全 空间 运动 . 当 7>0 时 ,粒子 飞 向 无 穷 远 , 变 为 自 
由 粒子 ;r<0 时 ,粒子 飞 向 中 心 , 最 后 被 力 心 所 俘获 ,粒子 不 可 能 有 闭合 的 轨道 
(2) 者 =E;, 而 0< Es,<(V.i)wox ,由 图 所 示 , 粒 子 只 能 出 现在 r=r, 的 圆 内 或 > = r， 
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的 圆 外 . 在 中 间 区 域 ~ < r< r: 的 环 域内 粒子 是 禁 戒 的 . 若 初 始 时 刻 粒子 出 现在 r= 的 
圆 内 , 则 "<0 时 ,粒子 直接 被 吸引 至 力 心 ; 当 >0 时 ,粒子 先 飞 到 -= ri 的 圆周 上 ,再 折 回 
直到 中 心 为 止 . 粒子 不 可 能 停留 在 =; 的 圆周 上 ,因为 在 "= r 处 ,有 效 势能 曲线 的 斜率 


人 于 >0， 所 以 粒子 所 受 的 有 效力 Fu = -Se <0, 是 引力 , 即 * 离 心力 "不 足以 抵消 吸引 


力 , 所 以 只 要 0< 开 < (COVe)ayrssr ,不 论 粒子 初始 时 刻 是 向 内 飞 的 还 是 向 外 飞 的 ,最 终 都 
将 被 力 心 所 俘获 . 同样 ,车 初始 时 0<E<(Vio0),i; 而 / 宇 x; ,不 管 粒子 初速 度 的 方向 如 何 ， 
最 终 将 飞 向 无 穷 远 处 而 成 为 自由 粒子 . 

(3) 若 五 =E<0, 粒 子 只 能 出 现在 = x,,, 的 六 内 ,并 最 终 被 中 心 所 俘获 ,其 中 x,,, 是 
上 = 上; 的 直线 和 有 效 势能 曲线 的 交点 坐标 . 

(4) 以 上 几 种 情况 粒子 都 没有 稳定 的 闭合 轨道 ,但 如 果 总 能 量 正好 等 于 有 效 势能 的 极 大 
值 = (Vw ; 则 粒子 将 以 半径 r。 作 稳 定 的 匀速 圆周 运动 ,因为 在 极 值 点 上 ,粒子 所 受到 


-<=0, 吸 引 势 和 离心 势 的 力 正好 互相 抵消 . 


ar 


的 力 Ft = 
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与 距离 x 成 反比 的 中 心 势 场 是 实际 问题 中 最 常见 的 一 种 势 场 ,理论 上 可 严 
格 求 得 解析 解 . 牛顿 引力 势 和 库仑 静电 势 都 属于 这 种 势 场 , 前 者 为 吸引 势 , 后 
者 既 可 以 是 吸引 势 , 也 可 以 是 排斥 势 . 

我 们 先 研 究 吸引 势 


V(r) =- 2， (3.1) 


其 中 a>0. 在 上 节 例 2 中 ,我 们 曾 利用 有 效 势能 曲线 对 粒子 在 a/r? 的 吸引 势 场 
中 的 运动 情况 作出 了 定性 描述 ,但 对 这 种 定性 描述 和 粒子 真实 运动 情况 之 间 的 
差别 无 法 作出 估计 . 现在 我 们 仍 用 有 效 势 能 曲线 对 粒子 运动 情况 作 定 性 描述 ， 
然后 册 严 格 求解 运动 方程 和 轨道 方程 ,把 两 者 的 结论 作 比 较 , 就 可 对 这 类 问题 中 
有 效 势 能 曲线 所 能 起 的 作用 作出 估价 . 

类 似 上 节 例 2 的 讨论 ,我 们 先 画 出 有 效 势能 曲线 的 大 致 形状 . 和 (3.1) 式 相 
对 应 的 有 效 势 能 为 
了 


7 
2mr 


(3.2) 


Vs(r) = ot 
7 


它 的 主要 特征 是 ， 
(1) 当 y 一 0 时 ,V(r) 一 + or>ooW, V(r})—0 . 


(2) 曲线 在 r= r= 
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处 存在 一 个 极 小 值 . 将 rn 代入 (3.2) 得 


(Van 一 一 2 a ’ (3.3) 


(3) 曲线 有 零点 ,零点 位 置 r。 是 


图 3.5 


根据 上 述 几 点 ,有效 势 能 曲线 的 大 致 形状 如 图 3.5 所 示 . 根据 此 曲线 , 即 可 
对 粒子 运动 的 情况 作出 定性 描述 : 

(1) 当 ( V4),, 亏 E<0 时 ,根据 玉 之 Von 的 要 求 ,可 知 粒子 只 能 限制 在 
<r<r, 的 环 域内 运动 ,粒子 既 不 会 被 吸引 到 力 心 去 ,也 不 会 飞 向 无 穷 远 而 成 为 
自由 粒子 ,这 种 状态 称 为 束缚 态 . 电子 绕 核 和 行星 绕 太 阳 就 是 这 种 运动 状态 . 
ri 和 2 通常 称 为 近日 点 和 远 日 点 ,它们 是 等 能 线 与 有 效 势 能 曲线 的 两 个 交 扩 
的 坐标 . 极限 情况 , 当 ,= r, = rs 时 ,寻访 = (Veo)sis 时 ,轨道 是 以 x。 为 半径 
的 圆 . 

(2) 当 玉 宕 0 时 ,近日 点 r， 仍然 存在 ,所 以 粒子 仍然 不 能 被 吸引 至 力 心 ,但 
远 日 点 /, 却 移 到 无 穷 远 去 了 ,因此 粒子 将 在 离心 势 的 作用 下 飞 向 无 穷 远 而 成 为 
自由 粒子 . 

定性 分 析 只 能 到 此 为 止 ,更 详细 的 情况 必须 通过 定量 地 解 运动 方程 才能 得 
到 . 

下 面 我 们 先 来 解 轨道 方程 . 将 (3.1) 代 入 (2.9) 式 ,得 轨道 微分 方程 为 
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~ 
涟 


二 ATCCOS 一 一 一 一 一 一 一 一 二 十 阴 


f 3 
V2mE 十 了 于 


适当 选择 9 的 计算 起 点 ,使 得 上 式 中 的 常数 为 零 , 并 引 人 符 号 


01- 上 oo= 1+EL， (3.4) 
io 了 


r PP (3.5) 


~ 1+ecos0O. 


这 是 一 个 以 坐标 原点 为 焦点 的 圆锥 曲线 方程 ,p 和 e 是 圆锥 曲线 的 两 个 参数 .p 
为 半 通 径 ,e 为 偏心 率 . 从 (3.5) 可 以 看 出 ,0=0 时 ,r= is; 这 一 点 就 是 近日 
点 . 因此 轨道 方程 (3.5) 是 取 了 近日 点 作为 角度 8 的 起 始点 的 方程 . 

我 们 知道 ,圆锥 曲线 可 按 偏心 率 e 的 值 分 为 三 类 . 因此 根据 (3.4) 式 ,相应 
的 亦 可 由 粒子 的 能 量 EE 将 轨道 分 为 三 类 . 它们 是 :(a) E<0 时 ,e<1, 椭 圆 ;(b) 
FE=0 时 ,e=1, 抛 物 线 ;(c) >0 时,e>1, 双 曲线 ,如 图 3.6 所 示 . 

我 们 着 重 讨论 一 下 椭圆 轨道 的 情形 , 行星 绕 太 阳 ,电子 绕 原 子 核 ,都 属于 这 
种 情形 . 从 几何 观点 来 看 ,只 要 椭圆 的 半 长 轴 a 和 半 短 轴 45 确定 了 ,椭圆 的 性 质 
就 完全 确定 了 . a 和 6 称 为 椭 图 的 几何 参数 ,而 方程 (3.5) 是 以 L 和 E( 通 过 上 p 
和 e) 为 参数 的 椭圆 方程 . 志和 天 称 为 椭圆 轨道 的 动力 参数 . 因此 我 们 只 要 找到 


则 轨道 方程 可 改写 为 


e>1 双 曲线 
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L 和 EE 与 a 和 4 这 两 类 参数 之 间 的 关系 ,椭圆 轨道 的 性 质 就 完全 确定 了 . 下 面 
我 们 来 找 出 它们 之 间 的 关系 . 
椭圆 的 偏心 率 e。 = c/a,c 为 焦点 至 椭圆 中 心 的 距离 ,日 c = a” 一 6 (如 图 
3.7 所 示 ). 因此 椭圆 的 近日 点 run 可 表示 为 
rn ,=a-¢c=al(ll-e). 


男 一 方面 由 (3.5) 式 ， 


联合 上 面 两 式 , 得 


a = 这 (3.6) 


将 (3.4) 中 的 p 和 e 的 值 代入 上 式 化 简 后 即 


a 一 . (3.7) 


椭圆 半 短 轴 5 与 a 和 e 的 关系 为 
b= Va-e = a V1-e. 
将 (3.4) 和 (3.6) 代 入 上 式 化 简 得 
L 
b = TT (3.8) 
(3.7) 告 诉 我 们 一 个 重要 的 结论 :粒子 的 能 量 只 和 轨道 的 半 长 轴 a 有 关 , 与 
椭圆 的 形状 无 关 . 一 组 椭圆 ,如 果 半 长 轴 a 都 是 一 样 的 , 邮 不 论 。 值 如 何 , 能 量 
都 相同 ,这 一 事实 在 原子 结构 中 有 重要 的 意义 . 
我 们 再 来 求 粒 子 沿 椭圆 轨道 运动 一 周 所 需 的 时 间 , 即 周 期 工 . 由 (2.4) 式 得 


fr 7 
T= | T do0 = Trab 


四 2 _ fm 3 
= Axa 2 ET 2 区 a (3.9) 


其 中 利用 了 | 3 =r2db = 椭圆 面 积 =xab. (3.9) 式 表明 周期 的 平方 和 能 量 绝对 


值 的 三 次 方 成 反比 ,或 者 与 半 长 轴 的 三 次 方 成 正比 . 这 一 结论 通常 称 为 开 普 勒 
‘Kepler) 第 三 定律 ,最 早 是 由 开 普 勒 总 结 前 人 对 天 体 观 察 的 数据 得 出 的 , 它 是 牛 
顿 发 现 万 有 引力 定律 的 主要 依据 . 

下 面 我 们 来 解 粒 子 的 运动 方程 , 即 求 + 和 0 对 时 间 的 依赖 关系 . 为 此 需要 
做 (2.7) 和 (2.8) 式 的 两 个 积分 . 我 们 将 用 参数 方程 来 表示 , 它 比 给 出 函数 x (1) 
和 9(1) 要 方便 得 多 . 
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先 讨 论 椭 圆 轨道 的 情形 . 利用 (3.4) 和 和 (3.6) 式 ,可 把 (2.7) 式 写成 为 


m1 | rdr 
21El / a 也 


2 
一 十 “一 一 -一 一 
y " [ET 2 |E| 


| rdr 
a Vaie (ra) 


ra =~ Qecosét, 


引入 参数 &, 邻 


则 上 述 积分 变 为 
tf = ,| we [0 — ecos E)dé = Ny we (¢ 一 esin El + 常数 . 
如 果 我 们 选取 粒子 通过 近日 点 r=a(1-e) 时 ,上 =0, 则 上 述 积分 常数 将 为 
零 . 最 后 我 们 得 ~ 依赖 于 1 的 参数 表示 式 ， 


r= al(l— ecos £), 
| (3.10) 


3 
mia . 
1 =,./-—{(E— esineE)， 


不 难 把 上 式 变换 到 直角 坐标 中 去 . 以 焦点 为 坐标 原点 的 直角 坐标 可 表示 为 : 
| = rcos 0， 
y= rsin0= Vr -ri’. 

而 由 (3.5) 式 ,pp 一 r= recos 9, 由 (3.6) 式 ,p=a(l1--e*). 因此 得 


人 ) 
3.11 
y=avVl1l-e siné. 
对 于 双 曲 线 轨道 ,可 完全 类 似 地 进行 计算 ,其 结果 为 ; 
”= a(eché— 1), 
广 一 (3.12) 
| 

(3.13) 


下 = al(e ~ che)， 
y=a Ve — lsh é. 
以 上 讨论 的 都 是 吸引 势 的 情形 . 下 面 简单 讨论 一 下 粒子 在 排斥 势 场 中 运动 
的 情况 . 此 时 
V=F (a>0). (3.14) 


因而 有 效 势能 为 


(3.15) 
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当 +r 由 零 变 到 无 穷 大 时 ,Vr 将 单调 下 降 ,永远 为 正 . 不 管 初始 条 件 如 何 ,粒子 
将 飞 向 无 穷 远 处 成 为 自由 粒子 ,不 可 能 以 束缚 态 的 形式 出 现 ,更 不 会 被 力 心 所 


俘获 . 这 一 结论 并 不 是 二 的 排斥 势 场所 特有 的 ， 


去 际 上 对 任何 排斥 势 场 都 万 立 ， 粒子 的 具体 轨道 
则 和 排斥 势 的 形式 有 关 ， 如 引用 (3.4) 所 定义 的 


焦点 
参数 p 和 e, 则 在 二 的 排斥 势 场 中 粒子 的 轨道 方 
程 为 
加 -pb 
" [~ ecos 0 (3.16) 
这 就 是 双 曲 线 的 另 一 支 ,如 图 3.8 所 示 . 图 3.8 
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粒子 在 中 心 势 场 中 运动 时 ,我 们 最 感 兴趣 的 是 它 的 轨道 . 我 们 总 希望 能 求 
得 确切 的 轨道 方程 . 例如 通过 上 节 的 讨论 ,我 们 知道 在 V= + 三 六 的 势 场 中 ,粒子 


的 轨道 必 为 二 次 曲线 . 但 多 数 情况 下 不 能 求 得 解析 形式 的 轨道 方程， 这 时 我 们 
往往 找 出 粒子 在 空间 可 能 出 现 的 区 域 ,在 §3.2 中 对 此 作 过 一 些 讨论 . 另外 还 
有 轨道 的 稳定 性 问题 . 本 节 专 门 讨论 这 个 问题 . 

首先 要 指出 ,轨道 的 稳定 性 和 轨道 闭合 是 两 个 概念 . 闭合 轨道 可 以 是 不 稳 


定 的 . 例如 $3.2 中 所 述 的 粒子 在 V = - 方 的 势 场 中 运 到 动 时 ,， 当 E = (Ve) 


时 ,粒子 可 以 作 半 径 为 上 = = 了 的 圆周 运动 ,是 闭合 轨道 . 但 这 个 轨道 显然 


是 不 稳定 的 . 如 果 给 粒子 以 任何 一 点 扰动 ,使 ~ 稍微 增加 ,粒子 将 偏离 r。 越 来 
越过 ,最终 飞 向 无 穷 远 处 . 反之 ,如 果 粒 子 受 到 某 种 扰动 使 ~ 稍微 减 小 , 则 粒子 
将 越 来 越 向 力 心 靠拢 ,最 终 被 力 心 所 俘获 , 另 一 方面 ,不 闭合 的 轨道 也 可 以 是 稳 
定 的 . 例如 行星 绕 太 阳 ,电子 绕 核 的 运动 等 ,由 于 存在 某 种 附加 的 微小 势 场 或 考 
虑 相对 论 效 应 ,轨道 是 不 闭合 的 椭圆 ,但 从 太阳 系 诞生 以 来 已 经 历 了 妃 十 亿 年 ， 
以 及 原子 结构 的 高 度 稳定 性 ,都 可 以 说 这 样 的 轨道 是 稳定 的 . 

那么 中 心 势 场 中 粒子 轨道 稳定 性 的 含义 究竟 是 什么 呢 ? 简单 地 可 以 这 样 来 
表述 :在 一 定 的 初始 条 件 下 ,粒子 在 中 心 势 场 Y(r) 中 运动 的 轨道 方程 为 ru = 
ro(9), 由 于 初始 条 件 的 微小 变化 或 势 场 本 身 出 现 了 一 个 短暂 的 扰动 ,使 粒子 偏 
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离 原 轨道 ro 变 为 ,如果 > 始终 保持 在 六 附近 作 小 振动 , 则 这 种 轨道 是 稳定 
的 ;反之 , 右 随 着 时 间 增 加 -~ 偏离 r, 越 来 越 大 ,这 种 轨道 则 是 不 稳定 的 . 


下 面 我 们 来 讨论 ,对 中 心 势 vtr) ,或 相应 下心 有 (7) 9, 六 人 
么 条 件 时 ,粒子 的 轨道 才 是 稳定 的 . 为 此 我 们 先 来 建立 轨道 的 微分 方程 . 
1 


, 则 由 jjr28= 工 得 


6= Li, 
mm 
' drdus_ Ldu 
"dd 
“df = 
“一 di m ade) pp” de” 
将 它们 代入 (rr 一 x)=F(r), 得 
/du mn 
(= 并 (4.1) 


这 个 方程 称 为 比 耐 (Binet) 公 式 ,就 是 粒子 在 中 心力 F(r) 作 用 下 的 轨道 微分 方 
设 粒子 在 一 定 初始 条 件 下 在 势 场 Cr) 中 的 轨道 为 wx = xu .现在 由 于 初始 
条 件 有 些 改变 ,或 者 由 于 势 场 有 一 微小 改变 AY( 例 如 哈雷 替 星 进入 地 球 轨道 对 
地 球 的 扰动 ) ,使 粒子 的 轨道 稍微 偏离 原 轨道 变 而 为 
. u = 二 E， (4.2) 
式 中 e 是 一 个 小 量 . 将 (4.2) 代 入 (4 1) 得 
-de de 
了 de” 
将 F(wuo+e) 在 un 附近 展开 为 泰勒 级 数 : 


Fl(us+e)= Fn) + 。 


(us + 2ure + e’) 


ru te)= -FP(u + e). (4.3) 


代入 (4.3) 式 ,保留 到 。 的 一 级 项 ,得 e 所 满足 的 方程 为 


ds + Ae = 0， (4.4) 


其 中 


2 duo m dF 
和 = 二 3 十 -二 二 十 一 > 一 
uo de usL’ du a 


各 A=0, 则 e 将 随 0( 从 而 随 i) 线性 增加 ,车 A<0, 则 。 随 t 指数 增加 .这 两 种 
情况 轨道 都 是 不 稳定 的 . 当 A >0 时 ,e 作 简 谐振 动 ,轨道 是 稳定 的 . 利用 比 而 


(4.5) 
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公式 ,将 
d* uo 
do = -Fluo) [1] 
代入 (4.5) 式 ,去 掉 下 标 0, 最 后 得 轨道 稳定 性 的 条 件 为 
2 3 m :dF 
A=1- Tr Flr) -zr a7 > 0 (4.6) 
或 
A=1+22 dV (4.7) 


LY dr LY dr 
让 我 们 用 这 个 判别 式 分 析 一 下 前 面 已 讨论 过 的 几 种 势 场 中 粒子 轨道 的 稳定 
性 问题 : 
(1) V= + 一 ,这 时 


A=1>0. 
这 表明 不 论 初始 条 件 及 附加 的 短暂 的 微 扰 势 的 性 质 如 何 , 与 距离 成 反比 的 中 心 
势 场 中 的 粒子 的 轨道 永远 是 稳定 的 . 这 就 解释 了 行星 轨道 的 稳定 性 和 原子 结构 
的 力学 稳定 性 . 


(2) V= -号 ,这 时 


~ 


On rm 
A-1-7 =1-3 

稳定 性 条 件 A >0 变 为 

r > 3r, 
即 在 离 力 心 远 处 ,轨道 是 稳定 的 ， 在 近 处 包括 在 ~= rn 处 作 圆周 运动 时 ,轨道 都 
是 不 稳定 的 . 

(3) V= kr ,这 时 
G7mk + 
4 = 上 1 上 + 一 一 了 > 0. 

轨道 永远 稳定 . 


如 果 已 知 粒子 在 中 心 势 场 中 以 圆 形 轨道 运动 , 则 稳定 性 条 件 可 用 一 个 很 简 
单 的 方程 给 出 . 根据 $3.2 的 讨论 , 圆 形 轨道 必 在 V.,(;) 取 极 值 处 出 现 , 极 小 
值 为 稳定 轨道 ， 因 此 圆 形 轨道 稳定 性 的 条 件 为 


[dV 
dr 0 
d° Vv 

eff > 0. 


dr 
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将 yy 二- 三 二 + V 代入, 并 将 第 一 式 代入 第 二 式 ,最 后 得 


20nr” 
dV ,dV 
3 J + 六 林 > 0， (4.8) 
或 
-3F- 生 >0 (4.9) 


这 两 个 判别 式 也 可 通过 将 圆周 轨道 的 条 件 代 入 (4.6) 或 (4.7) 式 得 到 . 


3.5 弹性 碰撞 


如 果 两 个 粒子 在 碰撞 前 后 内 部 状态 不 发 生 改 变 , 则 这 种 碰撞 称 为 弹性 碰撞 
或 弹性 散射 . 

由 于 碰撞 过 程 相互 作用 的 时 间 很 短 , 外 场所 产生 的 影响 很 小 ,因此 可 以 认为 
体系 不 受 外 力 影响 ,动量 和 角 动 量 都 守恒 . 对 于 弹性 碰撞 ,由 于 每 个 粒子 内 部 状 
态 不 变 (因此 内 能 不 变 ) ,所 以 机 械 能 也 是 守恒 的 . 并 且 由 于 粒子 间 的 相互 作用 
只 有 在 碰撞 的 一 瞬间 是 重要 的 ,在 碰撞 前 和 碰撞 后 , 均 可 认为 两 个 粒子 相距 无 穷 
远 ,相互 作用 下 以 名 略 ,因此 碰撞 过 程 中 机 械 能 守恒 又 可 表示 为 过 程 前 后 的 动能 
守恒 . 非 弹性 碰撞 粒子 内 部 的 状态 发 生 了 改变 ,机械能 不 再 守恒 , 它 已 不 是 一 
纯 力 学 问题 ,我 们 这 里 不 予 讨 论 . 

弹性 碰撞 要 讨论 两 个 问题 :(1) 不 考虑 两 个 粒子 相互 作用 的 细节 ,只 根据 守 
恒定 律 的 要 求 , 找 出 碰撞 前 后 粒子 运动 所 必须 满足 的 条 件 . 这 类 问题 常 称 碰撞 
的 运动 学 问题 . (2) 如 果 相 互 作用 是 已 知 的 , 则 由 碰撞 前 的 粒子 状态 可 唯一 的 
确定 碰撞 后 的 粒子 状态 ,或 者 反之 ,由 碰撞 前 后 的 粒子 状态 , 倒 过 来 推算 出 两 个 
粒子 间 的 相互 作用 V(r) 的 函数 形式 . 这 类 问题 称 为 碰撞 的 动力 学 问题 . 但 也 
有 人 把 运动 学 问题 称 为 碰撞 问题 ,而 把 动力 学 问题 称 为 散射 问题 . 在 这 一 节 中 
我 们 只 讨论 第 一 个 问题 ,第 二 个 问题 留 到 下 节 再 讨论 . 

我 们 先 在 质心 坐标 系 中 来 讨论 这 个 问题 . 用 v , 、v ,和 w“ 、v, 表示 质心 系 
中 两 个 粒子 碰撞 前 后 的 速度 . 由 (1.12) 式 得 


D12 712 1 
VV zw = 一 忌 ， {5.1) 


Mt ny m+ mm 


, Wi , , Dil ， (5.2) 
Vi 二 v0 UY; 一 一 Vv . - 
! Dl 十 ni 2 ml+ mm, 


式 中 wv 和 为 两 个 粒子 在 磁 撞 前 和 碰撞 后 的 相对 速度 
VU= YI— UV,, (5.3) 
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一 mi 一 了 (5.4) 

根据 $3.1 中 的 讨论 ,在 质心 系 中 两 个 粒子 的 运动 只 能 反映 其 相对 运动 部 

分 . 单 粒子 在 中 心 势 场 中 的 运动 必 作 平面 运动 ,所 以 可 以 在 平面 上 来 讨论 这 个 
问题 , 质心 系 中 动量 守恒 和 人 能量 守恒 可 表示 为 : 


六 . 
mot+ mv = mvli+ mv = 0, (5.5$) 


1 1 1 , 1 ; 
FMV 十 广 罗 3 = FMiv + mv (5.6) 


2 2 
由 (5.5) 式 可 知 , 两 个 粒子 的 动量 ,无 论 碰 撞 前 后 ,都 是 大 小 相等 ,方向 相反 
的 . 因此 
Mv Mv), 
人 一 jw. (5.7) 
将 (5.7) 代 入 (5.6), 可 得 
VI = wi, v7 = Uy. (5.8) 
(5.7) 和 (5.8) 式 表明 ,在 质心 系 中 两 个 粒子 的 弹性 碰撞 只 改变 粒子 的 运动 
方向 ,不 改变 其 速度 大 小 . 如 果 我 们 用 e 表示 质心 系 中 第 一 个 粒子 碰撞 后 的 速 
度 方向 , 则 由 (5.2)、(5.8) 和 (5.1) 得 


71 2 


V1 mit m2 
(5.9) 
7 1 
2 7121 十 712 > 
现在 转 到 实验 室 坐 标 系 中 ,相应 的 速度 用 mw。 表示 . 利用 
vol = Voc+ V1, v02 = = Voct v2, 
可 得 
“ m1 Vot m2 Voz2 1 2 
vol = 十 VE， 
1 十 7 1171 十 711 2 
(5.10) 
;Mm Volt my Vo D1 
02 721 十 722 2 m+ m2 
其 中 v= | wv 和 v, | = | v0 -ui 在 两 种 坐标 系 中 是 一 样 的 . 


(5.9) 和 和 (5. 10) 就 是 我 们 所 和 寻找 的 关系 式 ， 这 些 结果 和 两 个 粒子 的 相互 
作用 的 具体 性 质 无 关 . 式 中 唯一 没有 确定 的 是 e 的 方向 . 要 确定 e, 则 要 知道 粒 
子 间 相 互 作用 的 性 质 , 这 个 问题 我 们 将 留 到 下 节 讨 论 . 

可 以 借助 几何 学 来 解释 上 面 所 得 到 的 结果 . 为 了 方便 起 见 ,把 速度 换 为 动 
量 . 分 别 用 和 mm 乘 (5.1)、($.9) 和 (3$.10) 中 的 第 一 式 和 第 二 式 ,可 得 


mi ml 三 7 已 ， m, Vv =— mv, (5.11) 


m1 v1 = mwve, m2 Vs =— mve; (5.12) 
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, mi 
mi vo = (mm vot mm, vo) + mm. ve, 
m+ mm; 


(5.13) 
M2 VU 一 3 ( Mm vt m, vu ) 一 7 .Ve 
2 02 ni 7 ， 1 ol 2 02 t 


以 O 为 圆心 作 半 径 为 mu 的 圆 , 则 (5.11) 和 (5.12) 两 式 可 用 图 3.9(a) 表 示 , 其 
中 取 


AO = mwvwi, BO = m,v,, 
OC = m, v1, D= m,v;. 
图 3.9 


AB 和 CD 是 圆 的 两 条 直径 , AB 位 置 固定 ,C 点 可 在 圆周 上 任意 变动 , OC 方向 
即 为 e 方向 ,可 用 角度 9 来 表示 ， 
(5.13) 式 可 用 图 3.9(b) 表 示 . 这 个 圆 的 半径 也 为 mw,v ,其 中 取 


AB = Mm V0 Mm Vo ， 


一 m 一 人 
AO = AB, 
miIt+t+m, 

一 人 m ~ 

OB = 2 
miim, 


于 是 由 (5.13) 得 


AC = AO + OC 


772 1 ， 
(mi vo t m2 Vo) + mve = mi yh, 


m1 十 mm, 
> ~ > 7 2 , 
CB = OB — OC = (mi vor +t m2 v0) — Dive = My v0. 
mi 十 ms 


A 点 和 B 点 的 位 置 是 固定 的 ,而 C 点 的 位 置 则 可 在 圆周 上 任意 变动 . 
下 面 我 们 比较 详细 地 来 研究 一 下 碰撞 前 的 粒子 中 有 一 个 (假定 它 是 粒子 
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52) 是 处 于 静止 的 情况 , 即 肢 核 静止 ,这 是 实际 问题 中 最 常 碰 到 的 一 种 情况 . 这 
时 图 3.9(b) 中 AB 的 长 度 等 于 1 oo ,而 长 度 OB 等 于 圆 的 半径 ， 


nly 
OB = — 2.YU 一 Uv = mm,|v vo = mv 
01 01 
?7 1 7 ， 1 r 了 01 02 r 3 


即 B 点 在 圆周 上 ,而 A 点 既 可 在 圆 内 ,也 可 在 圆 外 . 因为 


mi 


AO Nl+ mm, 722 1 
OB m1 2 m2 
7771 十 mm, 


所 以 当 加 刀 mm 时 ,4AO<OB,A 点 在 圆 内 ; mw, >m, 时 ,AO > 0B,A 点 在 圆 
外 . 图 3.10(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 与 此 相应 的 图 形 . 图 中 角 8, 和 9, 是 在 碰撞 后 


(a) ml<m, (b) m>m, 


图 3.10 


粒子 相对 于 撞击 方向 (m, vol 方向 ) 的 偏转 角 , 而 AB 和 OC 的 夹 角 就 是 质心 系 中 


mM] Vo 


第 一 个 粒子 的 偏转 角 0. 这 是 因为 此 时 wur= 六 Fy ;而 | 二 人 0 一 Voc= 
元 十 , 即 bw 和 wo 方向 一 致 , 根据 定义 ,0 A 

1 M2 | 
是 v' 相对 于 vw, 的 偏转 角 , 即 。 和 w ,的 夹 角 . | 
现在 v, 和 woc 方向 一 致 ,因此 表示 e 方向 的 

9 ~ 4 Ad | A 
OC 和 表示 wv。 方向 的 AB 之 间 的 夹 角 就 是 0 O05 2 
角 

图 3.11 


不 难 找到 用 9 表示 @, 和 @, 的 关系 式 . 
3.10 中 的 (a) 和 (b) 两 种 情形 ,都 可 用 图 3.11 表示 . 从 图 中 可 以 看 到 


_ CD OCsin 9 
AO+ OD 1 . 
AB + OCcos 9 


m1i+ m, 


tan HO, 
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将 DC=m oo,A4B=7mo 代 人 上 式 , 并 考虑 到 vv= |uo- vos| = vo , 即 得 


tnB - m2 sin 0 (5.14) 


mi+ mcos 0 
晶 , 和 8 的 关系 可 由 图 3.11 中 O08 = OC= m,wv 直接 得 到 ; 
1 
©, = F(T 0). (5.15) 


利用 余弦 公式 ,根据 图 3.11 中 的 几何 关系 ,还 可 以 将 vo 和 vs, 用 vol 和 8 
来 表示 


2 2 
, Vm + 1227 +21 7m2C0S 0 


也 Uv 
0 M+ mm 1 (5.16) 
， 2mivot . 8 

vos = 去 - . 

"n+ 2 


。 96, + 9, 是 磁 撞 后 两 个 粒子 飞 出 方向 间 的 夹 角 . 显然 , 当 m) < mm 时 ,Oj + 
6@: > 二 ; 当 mi>m; 时 ,9 + ,< 

如 果 碰 撞 后 两 个 粒子 在 一 条 直线 上 运动 ( 即 正面 碰撞 ) ,这 时 8 = r,C 点 和 
AB 在 一 直线 上 . 当 mm < ms 时 ,AC 和 CB 方向 相反 ,所 以 碰撞 后 两 个 粒子 的 动 
量 方向 相反 . 当 mi > m, 时 ,AC 和 CB 方向 相同 ,碰撞 后 两 个 粒子 的 动量 方向 相 
同 ,这 时 由 (5.16) 式 可 得 


mi ~ m; , 27171 
忆 也 0 三 vol . (5.17 
01 ， 02 mi 十 mm, 20 ) 


Ei 
如 一 
0 ?11 十 7 


显然 ,在 这 种 情况 下 , zz 的 值 最 大 , 因此 原先 静止 的 粒子 由 于 碰撞 而 可 能 得 到 
的 最 大 能 量 是 


4m1nm, 


(p21 十 7 机 


J 


(5.18) 


了 了 _ "2 
Eo 一 7 2 已 02max 


其 中 E, = miz3 是 在 磁 挤 前 运动 着 的 粒子 的 能 量 . 


当 m < m; 时 ,碰撞 后 粒子 的 速度 可 以 有 任何 方向 , 即 图 3.10(a) 中 的 C 
点 可 处 在 圆周 上 的 任意 位 置 ,8, 可 取 0~r 间 的 任意 值 . 当 mx, > m, 时 ,8, 不 
能 超过 某 个 最 大 值 891,,, ,即使 AC 变 成 和 贺 相 切 的 AC [如 图 3.10(b) 所 示 ]. 


_ oc 
OA 


711 2 


很 明显 sin 8， 又 因 必 5_ =- ?2 ,所 以 得 
OA 了 ni 


sin @，， = 二 2. (5.19) 


mm 
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质量 相同 的 两 个 粒子 (其 中 之 一 原来 静止 ) 的 碰撞 特别 简单 .这 时 不 仅 B 
点 ,而且 A 点 也 位 于 圆周 上 ,如 图 3.12 所 示 . 将 
ni 二 Mi 代入 (5.14)、(5.15) 和 (5.16) 可 得 


-20 = (x 
DO 一 ph Q, 一 3 (x 0), (5.20) 
- 0 - 日 
Dol 一 Vo1C0S 3 ， Ug? 一 Up! SIN 2 
(5.21) 


由 于 AC | CB ,因此 碰撞 后 两 粒子 飞 出 的 方向 互 
成 直角 . 图 3.12 


$3.6 散射 截面 


上 节 指 出 ,仅仅 由 动量 守恒 和 能 量 守恒 两 个 条 件 , 不 考虑 相互 作用 势 V(y)， 
还 不 能 确定 两 个 粒子 碰撞 后 偏转 的 角度 8 和 6,. 要 决定 这 两 个 角度 , 需 知道 
第 一 个 粒子 在 质心 系 中 的 偏转 角 0. 根据 $3.1 和 §3.2 的 讨论 ,这 需要 解 质量 
为 六 ,的 粒子 在 中 心 势 场 V(r) 中 的 轨道 方程 


二 dr 
-| (6.1) 
[2m.(E—-V)-— 二 
7 


上 式 就 是 (2.9) 式 ,只 不 过 把 那里 的 9 换 成 了 p, 因 为 现在 我 们 把 8 专门 用 来 表 
示 第 一 个 粒子 在 质心 系 中 的 偏转 角 . 下 面 我 们 来 
讨论 如 何 利用 (6.1) 式 来 决定 9， 

如 图 3. 13 所 示 , 设 粒子 2 固定 在 O 点 不 动 ， 
粒子 1 从 无 穷 远 处 向 粒子 2 飞 来 ,在 中 心 势 V(r) 


的 作用 下 ,粒子 1 偏转 一 个 角度 9 后 又 向 无 穷 远 i 
飞 去 ,根据 对 称 性 的 考虑 ,粒子 的 轨道 关于 OA 是 一 5- 
对 称 的 . A 是 轨道 的 转折 点 ,OA = r,,,，, po 为 矢 

径 7 和 +, 所 夹 的 角度 ,从 图 中 可 以 看 出 ,偏转 图 3.13 


角 0 和 go 的 关系 为 : 
0= rx-290. (6.2) 
通常 称 O 点 为 散射 中 心 , 9 为 散射 角 . 
在 弹性 散射 问题 中 ,我 们 采用 粒子 在 无 穷 远 的 速度 v< 和 瞄准 距离 bp 来 代 


88 第 三 章 两 体 问 题 


蔡 (6.1) 中 的 两 个 守恒 量 下 和 工 ,将 会 带 来 不 少 方便 . 瞄准 距离 是 从 中 心 O 到 
v “所 在 直线 的 距离 . 6、v, 入、L 之 间 的 关系 为 : 


E = 于 mt ， L = m,bv,. (6.3) 
将 (6.3) 代 入 (6.1), 并 对 x 从 ri, 积 到 oo ,得 
oo pd 
0 = 一 一 一 ， (6.4) 
| b” 2V(Cr) 
min 六 Mm Vw 
式 中 rs 的 值 由 (2.5) 式 中 取 r=0 所 得 的 方程 
三 + V(r) (6.5) 
2m.r 


决定 . (6.2)、(6.4) 和 (6.5) 就 是 由 相互 作用 V(r) 及 初始 条 件 5、v, 决定 散射 
角 6 的 基本 公式 ， 

在 实际 的 物理 问题 中 所 碰 到 的 一 般 不 是 一 个 粒子 的 散射 ,而 是 射 向 散射 中 
心 的 具有 相同 速度 的 全 同 粒子 所 组 成 的 整个 粒子 束 的 散射 , 如 图 3.14 所 示 . 粒 
子 束 内 不 同 的 粒子 有 着 不 同 的 瞄准 距离 5. 由 (6.4) 式 可 知 , 不 同 的 5b 将 有 不 同 
的 go, 从 而 就 有 不 同 的 散射 角 0. 我 们 用 dN 表示 单位 时 间 内 散射 到 9 和 0+ db 
角度 内 的 粒子 数 . dN 本 身 不 便于 描述 散射 过 程 的 特征 ,因为 它 是 和 入 射 粒子 束 
的 密度 成 正比 的 , 因此 我 们 定义 一 个 新 的 物理 量 


de = dH, (6.6) 


n 


其 中 n 是 单位 时 间 内 通过 垂直 于 粒子 束 前 进 方向 的 单位 截面 积 的 粒子 数 . 通常 
假定 粒子 束 在 整个 截面 上 是 均匀 的 , 即 n 是 常数 . 不 难看 出 ,(6.6) 式 所 定义 的 
do 具有 面积 的 量 纲 ,因此 称 dc 为 微分 散射 截面 . 因为 dN 所 表示 的 是 单位 时 
间 内 散射 到 6 到 2 + db 范围 内 的 粒子 数 ,因此 do 必 和 8 有 关 , 并 且 应 和 dg 成 正 
比 , 所 以 dc 也 可 表示 为 : 


图 3.14 
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do = f(0)d6. (6.7) 

9) 表示 粒子 束 经 过 散射 后 的 分 布 函 数 . 下 面 我 们 来 寻找 函数 f(9) 的 表达 式 . 
从 图 3.14 中 可 以 看 出 ,散射 角 随 瞄准 距离 5 单调 下 降 ,散射 到 0 到 0+ db 

角度 范围 内 的 粒子 ,是 瞄准 距离 在 区 间 2(0) 和 5600)+de(9) 内 的 粒子 . 这 种 粒 
子 的 数目 等 于 x 与 半径 为 5 和 65+ db 的 圆 环 面积 的 乘积 , 即 

dN = 2xnbdb, 
将 它 代入 (6.6) 得 

do = 2x6d6. (6.8) 
(6.8) 式 表示 微分 散射 截面 和 瞄准 距离 的 关系 . 为 了 找到 微分 散射 截面 对 于 散 
射 角 的 依赖 关系 ,只 要 把 (6.8) 式 改写 为 


da = 2x 5(0) | |ae (6.9) 
即 可 ,其 中 5(9) 可 由 (6.2) 和 (6.4) 式 决定 . 因为 de 应 该 是 一 个 正 的 量 ,5(9) 也 
是 一 个 正 的 量 ,而 移 则 可 能 是 负 的 ,因此 我 们 在 


(6.8) 式 中 用 绝对 值 来 表示 和 


实际 应 用 时 对 (6.9) 式 还 要 作 一 点 变换 . 通常 
都 是 使 do 属于 立体 角 dw 而 不 属于 平面 角 d0. 比 


较 图 3.14 和 图 3.15, 由 于 两 个 图 中 的 8 是 相同 图 3.15 
的 , 故 得 
dw 三 > = 2xsin 9d0. (6.10) 
将 (6.10) 代 入 (6.9) 得 
(0)| dp 
do = 2 人 | 区 | du， (6.11) 
再 代入 (6.6) 式 得 
_ 65(0)ldb 
dN=n re) do . (6.12) 


我 们 可 用 计数 器 在 以 散射 中 心 O 为 球 心 的 球面 上 测量 散射 粒子 数 dN ,dw 
是 计数 器 对 散射 中 心 所 张 的 立体 角 ,” 也 是 可 以 测量 的 . 把 dN、n 和 do 的 测 


量 值 代入 (6.12) 后 , 即 可 以 在 实验 上 测量 处 多 | | 而 理论 上 由 (6.2) 和 (6.4) 


两 式 ,在 已 知 V(r) 和 v< 的 情况 下 可 以 计算 出 5(2) ,这 样 理论 和 实验 就 可 以 进 
行 比较 了 ,如 果 粒 子 间 的 相互 作用 V(r) 未 知 , 则 由 实验 结果 可 推算 V(r) 应 是 
怎样 的 函数 ， 
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以 上 讨论 的 是 在 粒子 m; 不 动 的 情况 下 所 导出 的 公式 , 回 到 一 般 情 况 下 的 
实际 问题 时 :粒子 mr, 最 初 静止 ,粒子 mx, 受到 粒子 m, 的 散射 ,散射 过 程 中 粒子 
m; 也 要 运动 . 根据 $3.1 的 讨论 ,可 以 认为 (6.9) 或 (6.11) 决 定 了 质心 系 中 的 
微分 散射 截面 对 散射 角 的 依赖 关系 ,为 了 找到 实验 室 系 中 微分 散射 截面 对 散射 
角 8B, 和 9, 的 依赖 关系 ,应 该 按照 (5.14) 和 (5.15) 式 将 这 里 的 9 换 为 9 和 
8,. 将 0 换 为 8 时 可 得 到 入 射 粒子 束 的 散射 截面 的 表示 式 ,将 6 换 为 8, 时 得 
到 最 初 静止 粒子 的 散射 截面 的 表示 式 . 


3.7 刚 球 势 散射 ”散射 截面 从 质心 系 到 
实验 室 系 的 变换 


我 们 举 两 个 具体 的 求 散射 截面 的 例子 . 一 个 是 卢 瑟 福 散射 , 即 V(r)= 二 的 


散射 ,将 放 在 下 节 讨 论 . 另 一 个 例子 是 刚 球 模型 , 即 两 粒子 间 的 相互 作用 为 
Vy( 站 = "<E, (7.1) 
0 r 宇 R， 
R 为 刚 球 半 径 . 

先 讨论 在 质心 系 中 的 微分 散射 截面 如 图 
3.16 所 示 ,粒子 不 可 能 进入 {7.1) 的 刚 球 势 场 内 
部 . 粒子 在 球 外 则 是 自由 的 ( 作 等 速 直线 运动 ). 
因此 ,粒子 的 轨道 由 两 条 对 OA 对 称 的 直线 组 
成 ,A 点 为 轨道 与 刚 球 的 交点 . 


由 图 可 知 图 3.16 
b = Rsin po = Rsin 一 < - Reos 了 (7.2) 
把 它 代 入 (6.9) 和 (6.11) 即 得 质心 系 中 刚 球 势 的 微分 散射 截面 : 
dc = Rsin 0d0， (7.3) 
或 
do = Rd. (7.4) 


现在 转 到 实验 室 系 中 来 讨论 ,这 只 要 对 (7.2) 式 按 (5.14) 和 (5.15) 式 进行 相 
应 的 变换 即 可 . (7.3) 式 可 改写 为 


da = | d(eos 9)| (7.5) 
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将 (5.14) 对 cos 0 求解 ,经 过 简单 的 变换 可 得 


5 
Pil ， Wil ， 
cos0 =- 一 -sin Ot+cos BO, /1- 一 sim@， (7.6) 
. my my 


将 (7.6) 代 入 (7.5) 即 可 将 散射 截面 从 质心 坐标 系 变换 到 实验 室 坐 标 系 . 在 代入 
以 前 ,我 们 先 对 (7.6) 式 作 一 些 讨论 . (7.6) 式 表明 每 一 个 @, 对 应 两 个 9 值 . 从 
图 3.10 可 看 出 ,这 是 对 应 于 m, > ma; 的 情况 ,两 个 9 值 对 应 于 AC 和 圆周 的 两 
个 交点 . 对 于 mmx; > 7 的 情况 ,图 3.10(a) 表 明 6, 和 9 的 对 应 关系 是 单 值 的 . 
因此 ,在 后 一 种 情况 下 (7.6) 只 能 取 正 号 , 它 符合 8, =0 时 ,9=0 的 条 件 . 如 果 
取 负 号 , 则 98, =0 时 ,906=x 和 图 中 情况 不 符 . 

再 将 (7.6) 代 入 (7.5), 对 于 mm > m, 的 情况 ,(7.6) 式 取 正 号 ,代入 (7.5) 后 
得 


2 
mi 

1 + cos208, 
2 


= 和 3———— dN (m; > mi), (7.7) 
1 ~ 1 sin? OO. 
mm 


其 中 dQ,=2xsin 9,d6,. 当 m1>>m, 时 ,应 考虑 到 8 和 G8, 的 两 个 可 能 关系 . 
我 们 用 cos 6, 和 cos 9_ 分 痹 表示 (7.6) 中 取 正 号 和 人 负 和 号 的 值 . 如 果 9 的 两 个 值 
均 随 昌 , 的 增加 而 增加 , 则 用 到 (7.6) 式 时 应 取 cos 9, 与 cos 98. 之 和 . 但 从 图 
3.10(b) 中 可 看 出 , 当 @, 增加 时 ,6 的 两 个 值 ,一 个 增加 , 另 一 个 减少 . 因此 我 们 
应 取 两 者 之 差 . 根据 这 些 考虑 ,最 后 得 


2 
dz =- 于 -[d(cos 0,) -dcosg 


2 m 
dS = 2 7 9 十 


R 1 十 a cos 20, 
= dh (mi > m,). (7.8) 
/ 工 一 一 ! sin’ @， 
WA 
当 m, = m, 时 ,无 论 由 (7.7) 或 (7.8) 均 可 得 
dB, = R’|cos @.|dN, (me = m,). (7.9) 
这 个 结论 亦 可 直接 根据 (5.20) 式 将 9=26, 代入 (7.5) 式 得 到 . 这 也 间接 证 明 
了 我 们 在 导出 上 述 公式 时 所 作 的 一 些 分 析 是 正确 的 . 
对 于 最 初 静止 的 小 球 ,由 (5.15) 式 ,我 们 总 有 
= -20,. 
将 它 代入 (7.5) 即 得 
d5, = R’ |cos ©@, | dn,. (7.10) 
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将 微分 散射 截面 对 所 有 散射 角 积 分 得 到 总 散射 截面 . 在 总 散射 截面 中 已 不 
再 含有 角度 坐标 ,因此 不 论 在 质心 系 中 还 是 在 实验 室 系 中 ,数值 都 一 样 . 下 面 我 
们 来 求 刚 球 势 的 总 散射 截面 ,并 验证 质心 系 的 总 散射 截面 和 实验 室 系 的 总 散射 
截面 是 一 样 的 . 

先 求 质心 系 中 的 总 散射 截面 . 由 (7.3) 式 : 


nT 2 EL 
og 一 | da = | sin 0d8 = xR’. (7.11) 
0 2 0 


上 式 表 明 刚 球 势 的 总 散射 截面 和 刚 球 的 截面 积 相 等 ， 
再 求实 验 室 系 中 的 总 散射 截面 , 可 以 证 明 无 论 对 第 一 个 粒子 还 是 第 二 个 粒 
子 ,总 散射 截面 都 一 样 . 先 考虑 第 二 个 粒子 的 总 散射 截面 ,由 (7.10) 得 


三 ，== | dS3, = 2rR’| |eos Q, | sin O,d0,, 
式 中 由 于 微分 散射 截面 恒 正 , 故 要 求 对 cos 9, 取 绝 对 值 . 因 cos @， 在 本 一 区 


间 内 是 负 的 ,因此 只 要 在 0 一 亏 范围 内 积分 即 可 . 这 一 点 也 可 从 图 3.10 中 看 出 ， 
无 论 是 mi < m, 还 是 mi > m, 的 情况 , 当 9 从 0~x 变 化 时 ,9@, 的 变化 范围 只 
能 是 0 一 二. 所 以 


了 
,= 2xR’| cos gsin ,dO, = xR’, 


和 质心 系 的 总 散射 面相 同 . 
再 看 实验 室 系 中 第 一 个 粒子 的 总 散射 截面 . 这 要 分 mm >m，,， 和 mm < rm， 
两 种 情况 . 我 们 考虑 mm > m, 的 情况 . 由 (7.8) 式 得 
>。 1+ La 20, 
FR 12 2 


5, = |az = 洁 2rsin 9 dG 


由 图 3.10(b) 可 知 ,9 的 变化 范围 为 0 一 @，.. 由 (5.19) 式 ,sin 加 = mm, 
777 1 ， 考虑 了 这 两 点 后 ,我 们 得 (为 简化 , 令 符 号 On = B): 


cos 2 
8 了 上 十 一 
sin pp 


> -| 
0 1 sin’ @， 
sin B 


_ xR’ rs 2cos O, -cos 8 
| 5 d(cos ©1). 


2 
0 V cos Hl- cos 8 


sin OdO, 
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作 变 换 cos @, = xz, 则 


5 xR’ 27r” — cos Ca 
| sin 有 ma Vr — cos fF 
= XVr” -cos. P| = xR’. 


它 和 第 二 个 粒子 的 总 散射 截面 确 是 一 样 的 . 
总 散射 截面 还 有 田 一 种 表示 方法 ,由 (6.8) 式 可 得 


b 
- |ac - 27| db = nb,.. (7.12) 
[0 


式 中 5b,,, 是 最 大 瞄准 距离 , 即 5 < pw 时 粒子 都 被 散射 ,而 5 > 5%, 时 粒子 不 受 
影响 . 如果 我 们 能 找到 5,,, ,利用 (7.12) 式 求 总 散射 截面 将 是 极 方便 的 . 对 于 
刚 球 势 ,5,,, 即 为 刚 球 半 径 R, 所 以 由 (7.12) 式 得 o=xR’, 和 前 面 直 接 积 分 的 结 
果 一 致 ,这 是 显然 的 . 
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本 节 讨 论 带电 粒子 在 库仑 场 中 的 弹性 散射 截面 . 在 (6.4) 和 (6.5) 中 令 了 = 一 ,得 


| r 
Po 
"min 2 a 
人 rr 
式 中 
bm,.ve 
| 
7 a 
积分 后 得 
位 
< 了 
gpo = arccos 一 (8.1) 
(| 
Mm.vwb 
由 上 式 得 
2 a 2 a 7 a 
b = tan po = 一 cot oy. (8.2) 
Mr Uo WN Uo 2 
(8.2) 式 对 6 微 商 得 
dp a 1 
国 2712 .Da sn (8.3) 
”2 


将 (8.3) 式 代入 (6.9) 或 (6.11) 得 
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do = | 2, ) 2 d0， (8.4) 
nl Uo > 30 
sin 了 
或 
oa “ dw 
d6 = (2 ) 48 (8.5) 
Si 万 


这 个 公式 称 为 卢 王 福 (Rutherford) 公 式 . 从 式 中 可 以 看 出 ,有 效 截 面 不 依赖 于 a 的 符号 ,因此 
所 得 结果 对 于 斥 力 和 引力 的 库仑 场 都 一 样 . 

下 面 我 们 把 (8.4) 和 (8.5) 变 换 到 实验 室 系 中 来 . 对 于 原先 静止 的 粒子 ,按照 (5.15) 式 将 
0=r-29: 代入 (8.4) 式 得 


a ”sin ©, 
dz， =27 (= ) = 9, 


Ur cos 
: dn, | 
= |( < ) 2 (8.6) 
MI, Uo 


一 一. 
cos 8, 


对 于 入 射 粒 子 来 说 ,按照 (5.14) 式 进行 变换 时 ,所 导出 的 公式 是 非常 复杂 的 ,我们 只 讨论 
两 个 特殊 情况 : 

(1) mm: 六 mi 例如 a 粒 子 被 重 元 素 的 核 所 散射 . 这 时 由 (5.14) 式 可 得 gx, ,并 且 折 合 
质量 m, 守 mm ,代入 (8.5) 即 得 


所) dn 


3) 二 6 (8.7) 


4F, 


式 中 已 = 村 mm,vz 是 人 射 粒子 的 能 量 ， 


(2) mi = n= m, 即 散射 和 被 散射 的 粒子 质量 相等 . 这 时 折合 质量 m, = m/2, 并 且 由 
(5.20) 得 6=26, ,代入 (8.4), 即 得 


=( 产 ) 加 时 a0 (8.8) 

如 果 两 种 粒子 不 仅 质量 相等 ,而 且 这 些 粒 子 完全 相向 , 那 就 不 必 区 别 原 来 运动 着 的 粒子 

和 原来 静止 的 粒子 . 因此 需要 把 dB, 和 dz, 相 加 ,再 把 BG, 和 @, 换 成 共同 的 值 日 ,就 得 到 所 
有 粒子 的 共同 有 效 散 射 截面 


dz = dz + dS, = (££) (a 十 je edo， (8.9) 


“$3.9 粒子 的 分 裂 


本 节 讨论 一 个 粒子 在 没有 外 力 的 作用 下 ,自动 分 裂 为 两 个 粒子 的 问题 , 基本 粒子 的 两 体 
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衰变 ,放射 性 元 素 的 a 豪 变 ,6 衰 变 都 属于 这 种 情况 . 宏观 物体 因 “ 爆 炸 " 而 一 分 为 二 也 属于 这 

我 们 先 在 质心 系 中 讨论 这 个 问题 . 在 分 部 以 前 粒子 的 动量 和 动能 都 等 于 替 ,粒子 的 能 量 
就 是 它 的 内 能 U, 由 动量 守恒 定律 ,分 裂 后 两 个 粒子 的 动量 之 和 仍然 为 零 : 

pk + p:= 0, (9.1) 

即 p, = p; = p. 分 裂 后 体系 的 能 量 等 于 两 个 粒子 各 自 的 内 能 和 动能 之 和 ,由 能 量 守 恒定 律 得 


U 二 U, 十 2 十 U, 十 2 9 (9.2) 
之 mi 之 112 
其 中 jm, 和 m; 是 分 裂 后 两 个 粒子 的 质量 . 分 裂 前 后 体系 内 能 之 差 称 为 分 裂 能 e， 
e=U-(U,+U,). (9.3) 
显然 ,分 型 能 es 必须 大 于 零 . 将 (9.2) 代 人 (9.3) 得 
于 "4 
式 中 m, 为 分 裂 后 两 个 粒子 的 折合 质量 . 两 个 粒子 的 速度 分 别 为 
Ul 均 了 ， v= (9.5) 


nmi; [LR 
对 于 一 种 确定 的 分 裂 方式 ,e 是 常数 ,从 而 p 和 vw .ou 也 都 是 常数 . 
现在 转 到 实验 室 系 统 中 来 讨论 这 个 问题 .粒子 在 实验 室 系 中 的 速度 w。 和 质心 系 中 的 束 
度 u 之 间 的 关系 为 
mn 二 Voct+ Vv， 
其 中 的 质心 速度 mv 就 是 粒子 分 烈 前 的 速度 . 由 上 式 可 得 
Wo = V+ Vic ~ 2vwoceos ©, (9.6) 
式 中 @ 是 粒子 相对 于 质心 速度 wm* 方 向 的 飞 出 角 ， 飞 出 粒子 在 质心 系 中 的 速度 v 可 由 (9 .4) 
和 (9.5) 两 式 决定 . 因此 由 (9.6) 式 可 决定 飞 出 粒子 在 实验 室 系 中 的 速度 v, 和 飞 出 角 日 之 间 
的 关系 . 此 关系 可 借助 图 3.17 来 表示 ,速度 w ,可 由 距离 圆心 为 vo 的 A 点 指向 以 为 半径 
的 圆周 上 的 C 点 的 矢量 AC 来 表示 . 图 中 的 (a) 和 (b) 分 别 对 应 voc < u 和 wo > wv 的 两 种 情 
况 . 在 情况 (a) 中 ,粒子 可 以 以 任意 角 @ 飞 出 . 但 在 情况 (b) 中 ,粒子 只 能 以 不 超过 6 的 角 
8 飞 出 . 由 图 可 知 6,,,, 由 圆 的 切线 AC “决定 ,其 值 为 


(a) (b) 
图 3.17 
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snG@ =- 二 (9.7) 


voc 

在 实际 的 物理 问题 中 , 遇 到 的 不 是 一 个 和 而 是 很 多 个 相同 粒子 分 裂 的 情况 , 因此 就 产生 了 

新 生 粒 子 按 方向 .能量 等 分 布 的 问题 . 下 面 我 们 来 讨论 这 个 问题 ,并 假定 所 有 原来 的 粒子 在 
空间 的 运动 方向 是 杂乱 的 , 即 平均 说 来 是 各 相同 性 的 . 

在 质心 系 中 看 ,所 有 分 裂 粒 子 有 相同 的 能 量 , 而 且 飞 出 方向 是 各 向 同性 的 . 这 意味 着 沿 


着 立体 角 元 dw 飞 出 的 粒子 数 在 总 数 中 所 占 的 比重 与 dw 的 大 小 成 正比 , 即 等 于 5 把 dw = 


2rsin 9d9 代入 后 ,我 们 得 到 飞 出 的 粒子 数控 b 角 的 分 布 情况 为 : 
f(0)d9 = 名 = 本 sin gdg = 于 d(cosg) (9.8) 
我 们 再 来 确定 粒子 数 按 动能 分 布 的 情况 . 根据 v,= mr + w 可 得 
vi = voc + 2vocvcos 0+ vw. 
因 v 和 wo 都 是 常数 ,所 以 对 上 式微 分 可 得 
d( wo) 


2 Uoevd 


d(cos 6) = 


代入 (9.8) 式 可 得 


F(T)dT = $4) dT 


2 2vo0cv 2mvoecv” 
其 中 了 = 于 mi 为 新 生 粒 子 的 动能 ，m 是 m, 还 是 m。 视 所 研究 的 新 生 粒子 的 种 类 而 定 ， 


(9.9) 式 表明 :因为 m wo 、v 都 是 常数 , 故 新 生 粒子 按 动 能 的 分 布 是 均匀 的 ,动能 的 最 小 
值 为 Ti, = m(wv- woc) /2, 最 大 值 为 Ts= m(v+ uc)12. 在 此 范围 内 粒子 按 (9.9) 式 均 
匀 分 布 . 

表 考 虑 新 生 粒子 按 实验 室 系 飞 出 的 角 @ 的 分 布 . 由 图 3.17 不 难 找到 角 @ 和 6 的 关系 


(9.9) 


为 


vosin€ 


tan 加 = (9.10) 


voc + vcos 虽 


eos 0 =— sim @ + cos ON 1 - sin 6. (9.11) 
v 


将 上 式 和 (7.6) 比 较 , 如 果 令 voclv= myjm;, 则 两 式 完 全 -- 样 ,再 比较 (9,8) 和 (7.5) 两 式 , 除 
了 相差 常数 因子 xR” 外 ,也 完全 一 样 . 因此 在 那里 所 讨论 的 一 些 结果 147.7) 和 (7.8) 式 ] 可 套 
过 来 应 用 . 其 结果 是 voc < Ke 时 ， 


解 上 式 得 


A(B)d6 = 00 2 二 cos 加 + ; 
1 一 Dc sin? 怠 
了 
(O00 rn); (9.12) 


Une >v 时 ， 


Vac 
1 十 一 COS 20 
U 


f(O)dO = sin Od0 Wax ) . (9.13) 


最 后 我 们 讨论 实验 室 系 中 两 个 新 生 粒 子 飞 出 角 9@, 和 8B, 之 间 的 角 关 联 . 在 质心 系 中 两 
个 粒子 的 飞 出 角 6, 和 6, 之 间 的 关系 为 


0, = -0,. (9.14) 
由 (9.10) 式 ,或 直接 由 图 3.17 可 得 
voc + uicos 0 = visin Ocot O,, (9.15) 
voc + vcos 0, = wv,sin 0,cot O,. (9.16) 
利用 (9.14) ,可 将 (9.16) 中 的 9, 化 为 9, ,得 
uoc — Vcos 0 = vsin Oicot 日 ，. (9.17) 


从 (9.15) 和 (9.17) 中 消去 9 即 可 得 8, 和 8, 的 关联 函数 , 为 此 可 先 从 (9.15) 和 (9.17) 中 对 
cos 6， 和 sin 9 求解 ,得 


Uo ( Di + Ua ) 


Sin 日 三 ”一 一 一 一 
! vl vi (cot | 十 cot 加 ) 


voe (v1 + va)cot @， VoC 


cos 0 = viv(cot BI + cof 加) vo 
然后 令 sim 9, + cos* 9, =1, 即 可 将 0, 消去 . 考虑 到 站 = 一: ,并 运用 公式 (9.4) ,最 后 得 
2 1 


Ni2 .2 Mm ,2 ， 。 
mr sin Q, + sin BO, - 2sin Osin HO,cos(O, + 8,) 
t 2 


2E 


二 OO 
(mi + 123 ) vor 


sin (日 | + 日, ). (9.18) 
习 题 


3.1 求 质点 在 中 心 势 场 V = -志和 >0) 中 运动 的 微分 方程 的 解 . 


3.2 质量 相同 的 两 个 质点 ,用 一 固有 长 度 为 /, 劲 度 系 数 为 六 .质量 可 不 计 的 弹性 标 连 接 
起 来 ,用 手 握 住 其 中 的 一 个 质点 ,使 另 一 个 作 水 平 圆周 运动 ,其 速度 为 we ,然后 将 手 放 开 , 讨 
论 这 两 个 质点 以 后 的 运动 情况 . 

3.3 质点 在 一 维 中 心 引力 F(x)= ~ alx 的 作用 下 ,从 速度 为 零 ,x = -a 处 开始 运动 ， 
试 求 该 质点 到 达 力 心 O 的 时 间 . 

3.4 定性 地 讨论 粒子 在 中 心 势 场 


Vo=-ke 


中 的 运动 , 式 中 有 和 a 为 常数 . 
3.5 将 具有 2 个 变量 6、9 的 球 摆 的 运动 问题 约 化 为 单个 变量 9 的 运动 方程 ,然后 把 球 
摆 的 解 表示 为 椭圆 积分 的 形式 ， 
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3.6 求 粒子 在 中 心力 


Fe ks 
; 


-~ 


的 作用 下 的 轨道 方程 . 
3.7 求 粒 子 在 3.6 题 的 势 场 中 能 作 圆 周 运动 的 轨道 半径 ,并 讨论 在 此 轨道 上 粒子 受到 
微小 扰动 后 的 运动 情况 . 
3,8 试 求 粒 子 在 势 场 V = -二 (a>0) 中 运动 且 能 量 EF=0( 抛 物 线 轨道 ) 时 ,坐标 对 时 
间 的 依赖 关系 . 
“3.9 ” 当 给 势能 V = -二 以 小 的 增 量 SV(r) 时 ,原来 的 栅 圆 轨道 就 不 再 闭合 了 ,每 转 一 


周 ,轨道 的 近日 点 都 移动 一 个 小 的 角度 89. 求 在 (1) 8SV = B/r?; (2) 8V = yjr? 两 种 情况 下 
的 50. 

3.10 求 中 心 势 场 V= ar" 中 的 粒子 存在 圆 形 稳定 轨道 的 条 件 . 

3.11 证 明 在 椭圆 轨道 的 情况 下 ,动能 对 时 间 的 平均 值 等 于 势能 对 时 间 的 平均 值 的 一 半 
(位 力 定理 ). 

3.12 设 有 一 卫星 在 地 球 赤 道 附近 很 扁 的 椭圆 轨道 上 运动 . 讨论 由 于 大 气 层 的 微小 的 
阻力 ,对 卫星 轨道 的 偏心 率 .周期 和 近地点 的 影响 . 

“3.13 运动 粒子 m, 和 遂 止 粒子 mm, 碰撞 后 , 试 在 实验 室 系 中 用 粒子 的 偏转 角 来 表示 粒 

子 碰撞 后 的 速度 , 即 用 @ 和 @, 来 表示 vs, 和 vi,. 


“3.14 证 明 在 弹性 碰撞 中 人 射 粒子 损失 的 能 量 按 散 射 角 的 分 布 规律 为 = x 


sin? 9 ,进而 证 明 在 库仑 散射 中 能 量 损失 比较 大 的 粒子 比较 少 ,其 概率 入 成 正比 . 


3.15 一 个 带电 荷 + gq, 的 宇宙 线 粒 子 A, 以 极 高 的 速度 w 沿 查 线 运动 , 距 这 直线 为 ， 
的 地 方 有 一 质量 为 m 、 带 电 + g; 的 质点 B. 当 A 从 BB 近 旁 飞 过 时 ,可 近似 认为 A 的 轨道 没有 
改变 , 仍 为 直线 ,但 把 一 部 分 能 量 传 给 了 B. 试 计算 之 . 


“3,.16 初速 为 w。 的 粒子 受到 势 场 六 = - 立 的 散射 , 问 在 什么 条 件 下 粒子 会 被 力 心 所 俘 
获 ,并 求 俘 获 的 总 散射 截面 . 
"3.17 求 粒子 在 势 场 V= 科 (ax>0) 中 的 散射 截面 ， 


“3.18 求 粒 子 在 势 场 
0 (r > a), 
Vo (r 忒 a) 


中 的 散射 截面 . 
(提示 : 先 证 明 粒 子 通过 两 个 等 势 区 域 VI 和 V; 的 分 界面 时 ,粒子 的 运动 方向 要 发 生 折 射 ， 


折射 满足 关系 式 ; 
sina | 2 
ang lt ot VY V2), 


习 题 99 


式 中 a 和 8 为 界面 法 线 和 粒子 通过 界面 前 后 的 速度 %, 和 ww, 的 夹 角 ). 
3.19 在 粒子 的 两 体 衰变 中 ,求实 验 室 系 中 两 个 新 生 粒 子 飞 出 方向 夹 角 的 可 能 取 值 范 
围 . 


3.20 证 明 在 中 心 势 场 V = 二 中 运动 的 粒子 ,其 龙 格 -楼 次 (Runge- Lenz) 矢 量 B= 


v XLia 一 是 守恒 量 , 并 讨论 8B 的 物理 意义 , 式 中 v 是 粒 了 字 的 速度 ,LL 是 粒子 的 角 动 量 . 


3.21 中 心 势 场 V= -afr'(a>0) 中 ,粒子 能 量 EE>0,(1) 试 求 粒子 的 运动 规律 ;(2) 
证 明 存 在 一 个 临界 角 动 量 工 ,, 当 工 < 工 . 时 粒子 将 被 力 心 俘获 . 

3.22 设 一 质量 为 m 的 质点 在 Fr)= - cjr 的 中 心力 场 中 运动 , 试 求 其 在 稳定 平衡 位 
管 r, 附近 作 径 向 小 振动 的 频率 . 

3.23 在 地 球 表面 A 处 以 发 射 角 9= 60" 和 初速 v。 = w sgRR 发 射 一 颗 了 卫星, 其 中 民 为 地 
球 半径 (自转 可 略 ). (1) 坛 求 发 射 瞬 间 卫 星 轨 道 的 曲率 半 
径 p 和 切 向 加 速度 a,;(2) 试 求 卫星 离开 地 面 的 最 大 高 度 
及 在 此 点 的 速率 v;(3) 如 果 卫 星 在 此 最 大 高 度 突 然 分 


vo 


0 
型 成 相等 的 两 半 , 其 一 半 瞬 时 静止 ,试问 另 一 半 的 轨道 形 
状 . 
“3,24 一 质量 为 m 的 质点 ,在 对 数 型 中 心 势 场 
VV = aln(rip) 
中 运动 , 试 由 位 力 定理 求 其 动能 的 时 间 平 均值 . 题 3.23 图 


“3.25 求 初速 为 we 的 粒子 在 势 场 V = a/r'(a>0) 中 的 散射 截面 . 

3.26 双星 与 暗物质 . 所 谓 双 星 就 是 两 近邻 星体 (其 星体 线 度 远 小 于 两 星体 间 的 距离) 
在 其 共同 引力 作用 下 的 运动 . 例如 ,太阳 系 几 平 就 是 一 个 双星 系 , 它 由 太阳 和 木星 组 成 . 假 
设 质量 分 别 为 mx 和 x", 相距 为 p 的 双星 均 绕 其 共同 的 质心 作 圆周 运动 . (1) 试 计算 该 双星 
系统 的 运动 周期 Tui(2) 经 过 用 天 文 望远镜 的 长 期 观测 ,发现 运动 周期 

Ts = VaTh(0 <a < 1), 
小 于 计算 值 . 暗物质 理论 认为 宇宙 中 可 能 存在 一 种 用 望远镜 观测 不 到 的 暗物质 . 作为 一 种 
简化 模型 ,假定 暗物质 弥漫 在 星体 周围 . 试 在 此 模型 下 用 上 述 观 测 结 果 计 算 这 种 上 暗物质 的 质 
量 . 

“3.27 黑洞 . 所谓 黑 洞 就 是 -种 密度 极 高 的 天 体 , 其 引力 强 到 使 得 光子 都 逃脱 不 出 该 
润 . 根据 实验 观测 ;距离 银河 系 中 心 约 6 x 10” km 的 黑体 正在 以 v=2 000 km/s 的 速度 围绕 
银河 系 中 心 旋转 ,假定 银河 系 中 心 存 在 黑洞 , 试 在 非 相 对 论 经 典 力学 框架 下 估算 黑洞 的 最 大 
半径 ， 
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本 章 讨论 刚体 运动 的 一 般 理论 ， 首先 讨论 刚体 运动 学 ,给 出 刚体 定点 转动 
的 欧 拉 描述 , 动力 学 部 分 主要 讲 定点 转动 ,讨论 处 理 欧 拉 陀 螺 和 拉 格 朗 日 陀螺 
的 一 般 方法 ,并 对 刚体 转动 的 稳定 性 问题 和 回转 仪 的 近似 理论 作 了 简单 讨论 . 
刚体 平面 运动 在 普通 物理 力学 中 已 经 讲 过 ,这 里 只 举 几 个 例题 ,用 来 河清 普通 物 
理 力学 中 不 易 深入 理解 的 一 些 观念 . 刚体 定 轴 转 动 只 讨论 转轴 和 主轴 不 一 致 时 
的 情况 . 

本 章 将 根据 问题 的 性 质 , 分 别 采 用 拉 格 朗 日 方程 和 和 牛顿 力学 方程 进行 讨论 . 


$4.1 刚体 运动 的 自由 度 和 广义 坐标 


刚体 可 以 看 成 是 由 很 多 质点 组 成 的 质点 系 , 其 中 任意 两 个 质点 之 间 的 相对 
位 置 永远 不 变 . 只 要 任意 三 个 不 在 一 条 直线 上 上 的 质点 的 位 置 确定 了 ,刚体 的 位 
置 也 就 确定 了 . 确定 3 个 质点 在 空间 的 位 置 需要 9 个 坐标 . 但 根据 刚体 的 性 质 ， 
每 两 个 质点 间 的 距离 保持 不 变 , 这 样 的 约束 条 件 共 有 3 个 ,因此 9 个 坐标 中 独立 
的 只 有 6 个 ,所 以 刚体 的 自由 度 是 6. 

在 描述 刚体 运动 的 时 候 , 通 常 采 用 两 种 坐标 系 :固定 在 空间 的 坐标 系 
Oxo yozo 和 固定 在 刚体 上 并 随 刚 体 一 起 运动 的 坐标 系 Czye. 取 1=0 时 两 个 坐 
标 系 的 坐标 轴 互 相 重合 ,这样 ,刚体 的 运动 就 可 采用 坐标 Cryz 相对 于 Oxo yo z。 
的 运动 来 表示 . 

刚体 的 运动 可 分 为 下 列 几 类 

(1) 平 动 

如 果 刚 体 在 运动 过 程 中 ,两 个 坐标 系 的 各 坐标 轴 永 远 互相 平行 ,这 种 运动 称 
为 平 动 . 此 时 刚体 上 所 有 质点 ,都 有 相同 的 速度 和 加 速度 , 故 刚体 上 任意 一 点 
(我 们 不 妨 就 取 为 C 点 ) 的 运动 就 可 以 代表 整个 刚体 的 运动 ,所 以 刚体 平 动 时 和 
质点 的 运动 完全 一 样 ,其 自由 度 为 3, 可 取 C 点 的 3 个 坐标 xc、y.、zc 为 广义 举 
标 . 平 动 不 一 定 是 直线 运动 . 如 图 4.1(a) 所 示 的 刚体 运动 就 是 一 种 平 动 ,这 里 
每 个 质点 都 作 圆 周 运 动 . 但 图 4.1(b) 所 示 的 刚体 运动 就 不 再 是 平 动 ,因为 在 这 
种 运动 过 程 中 ,固定 在 刚体 上 的 坐标 轴 并 非 时 刻 保持 和 Oru yo z。 的 轴 平行 . 


$4.1 刚体 运动 的 自由 度 和 广义 坐标 


(2) 定 轴 转 动 

如 果 刚 体 在 运动 过 程 中 ,至 少 有 两 个 质点 
保持 不 动 , 那 么 将 这 两 个 质点 的 连 线 取 为 两 个 
坐标 系 的 一 个 公共 坐标 轴 (> 轴 ), 则 刚体 上 各 
点 都 绕 此 轴 作 圆周 运动 ,这 种 运动 称 为 定 轴 转 
动 . 刚体 在 任 一 时 刻 的 位 置 可 用 Or 轴 相 对 于 
Oz。 轴 转 过 的 角度 y 来 确定 ,如 图 4.2 所 示 ， 
其 自由 度 为 1,y 就 是 广义 坐标 . 

(3) 平面 平行 运动 

如 果 在 运动 过 程 中 ,刚体 中 任意 一 点 始终 
在 平行 于 某 一 固定 平面 的 平面 内 运动 , 则 称 为 
平面 平行 运动 ,简称 平面 运动 ,此 时 只 需 研 究 
刚体 中 任 一 和 固定 平面 平行 的 截面 的 运动 就 
够 了 . 

若 我 们 取 固 定 平面 为 Ozuy 平面 , 则 刚 
体 的 平面 运动 就 是 Cry 相对 于 Ozxoyo 的 运 
动 . 这 种 运动 总 可 以 分 解 为 两 步 : 设 1 =0 时 ， 
Cry 和 Ox。 vy。 重合 ,第 一 步 ,使 Cry 相对 于 
Ozroyo 作 平 动 ,达到 Cx 'y 的 位 置 ;第 二 步 ， 
Cry 绕 C 点 转 过 角度 yy, 达 到 新 的 位 置 Cry, 


如 图 4.3 所 示 . 平 动 部 分 可 用 C 点 在 Oroye 系 中 的 坐标 xoc 、yoc 来 表示 ,转动 
部 分 可 用 Cx 轴 相 对 于 Ox。 轴 转 过 的 角度 少 来 表示 , 因此 刚体 平面 运动 可 用 3 
个 独立 的 坐标 xoc 、yoc 、V 完全 确定 ,所 以 它 有 2 个 平 动 自由 度 ,1 个 转动 自由 


度 ， 
(4) 定点 转动 
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刚体 在 运动 过 程 中 ,有 一 点 永远 保持 不 动 . 我 们 可 取 这 个 固定 点 为 上 述 两 
个 坐标 系 的 公共 原点 ,坐标 轴 之 间 的 夹 角 则 可 任意 改变 . 可 以 证 明 , 在 这 种 情况 
下 刚体 从 一 个 初 位 置 运动 到 任意 一 个 新 的 位 置 时 , 恒 可 通过 三 个 独立 的 角 坐 标 
来 表示 . 设 1=0 时 ,坐标 系 Ozxyz 和 Ozvyizx 重合 ,如 图 4.4(a); 在 时 刻 z, 坐 
标 系 Oryz 运动 到 一 个 新 的 位 置 , 如 图 4.4(d). 这 个 运动 可 看 作 三 个 独立 的 转 
动 所 合成 . 首先 , 令 Oxy 平面 绕 Oz。 轴 转 过 一 个 角度 pg ,使 Ox 轴 达 到 图 4.4 
(d) 中 Oxy 平面 和 Oxo yo 平面 的 交 线 ON 的 位 置 , 变 为 Ox'yxz 如 图 4.4(b). 
交 线 ON 称 为 节 线 . 其 次 ,使 Oy'z 平面 绕 节 线 ON 转 过 角度 90, 使 坐标 轴 到 达 
新 位 置 Ox yx ,使 Oz 轴 和 图 4.4(d) 中 Oz 轴 位 置 重合 , 最 后 , 令 Or”y" 平面 
绕 Oz 轴 转 过 角度 % ,使 坐标 轴 达 到 图 4.4(d) 中 的 最 终 位 置 . 


图 4.4 


上 述 g .9、y 三 个 角 坐 标 称 为 欧 拉 角 ,9 称 为 进 动 角 ,6 称 为 章 动 角 ,y 称 为 
自转 角 ,这 三 个 和 角度 的 变化 范围 为 : 
0 和 VBp 和 2r0 和 过 0 过 rr,0 近 二 27. 
从 上 面 的 讨论 可 知 , 作 定点 转动 时 ,刚体 在 空间 的 任 一 位 置 可 由 三 个 欧 拉 角 唯 一 
确定 ,所 以 三 个 欧 拉 角 就 是 刚体 定点 转动 的 广义 坐标 . 
但 是 这 种 描述 方法 不 是 唯一 的 . 例如 我 们 也 可 以 把 刚体 定点 转动 看 成 是 转 
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动 轴 Oz 方向 可 以 任意 变化 的 定 轴 转 动 . 要 确定 Oz 轴 的 方向 ,可 用 球 坐标 的 余 
纬 角 0 和 经 度 角 o 来 表示 ,再 加 上 绕 轴 Oz 的 转 
角 峭 ,它们 局 样 可 以 唯一 地 确定 刚体 在 空间 的 位 
置 ,也 是 广义 坐标 . 这 三 个 角 坐 标 和 三 个 欧 拉 角 
并 不 完全 一 样 ,其 中 9 和 y 是 一 样 的 ,但 两 者 的 p 
并 不 一 样 . 

(5) 一 般 运动 

刚体 作 一 般 运动 时 , 恒 可 以 分 解 为 平 动 (用 刚 
体 上 任意 一 点 C 的 运动 表示 ) 和 定点 转动 ( 绕 C 点 
的 转动 ) 两 部 分 ,如 图 4.5 所 示 . 平 动 部 分 可 用 C 
点 的 三 个 坐标 zoc ,wu .zoc 描 述 ,定点 转动 部 分 可 图 4.5 
用 三 个 欧 拉 角 pg、9、y 描述 . 这 6 个 坐标 就 是 刚体 作 一 般 运动 时 的 广义 坐标 . 
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从 上 节 的 讨论 可 知 ,刚体 的 平 动 和 质点 的 运动 一 样 . 所 以 对 于 刚体 的 平 动 
我 们 不 需要 另 作 专门 的 讨论 . 刚体 运动 的 特殊 性 是 它 的 转动 ,我 们 可 用 角 位 移 
和 角速度 来 描述 刚体 转动 的 性 质 . 

刚体 转动 可 分 为 定 轴 转 动 和 定点 转动 两 种 情况 . 应 用 上 节 引 用 的 两 种 坐标 
系 的 符号 , 定 轴 转 动 的 角 位 移 Am 可 表示 为 

An = Ayk, (2.1) 
式 中 大 为 两 个 坐标 系 的 公共 z 轴 ( 即 转动 轴 方 向 ) 的 单位 矢量 ,y 为 Ox 轴 与 Or 轴 
的 来 角 , 即 刚体 转 过 的 角度 . 角速度 w 是 角 位 移 对 时 间 的 微 商 ,由 (2.1) 式 得 


TD at dm  ， 
0 = limAar = dr ”7 蝶 : (2.2) 


现在 转 入 讨论 定点 转动 的 角 位 移 和 角速度 . 在 定 轴 转动 中 , 角 位 移 和 角速度 的 
方向 不 变 . 刚体 绕 定点 转动 时 ,转动 轴 的 方向 不 断 在 变 , 情 况 就 两 样 了 . 

我 们 知道 ,矢量 除了 有 大 小 和 方向 外 ,还 必须 遵守 平行 四 边 形 加 法 的 对 易 
律 : 

A4+B=B+A, 

刚体 定点 转动 时 ,有 限 角 位 移 不 满足 上 述 对 易 律 . 所 以 有 限 角 位 移 不 是 矢量 . 
这 一 点 可 用 一 实例 来 加 以 说 明 . 图 4.6 画 出 了 一 个 长 方形 的 砖 块 ,如 果 把 它 先 
绕 zx, 轴 转 90" ,再 绕 wm 轴 转 90" ,得 到 图 4.6(c) 所 示 的 模样 . 但 如 果 先 绕 w 轴 
转 90° ,再 绕 x, 轴 转 90" , 则 得 到 图 4.7(c) 所 示 的 模样 . 它们 显然 不 同 , 因 此 有 限 
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20 


(a) 原来 的 模样 (b ) 绕 % 轴 转 90° 后 (c) 再 绕 轴 转 90? 


图 4.6 


XO 


(a) 原来 的 模样 (b ) 绕 久 轴 转 90° 后 (c) 再 绕 z 轴 转 90" 
图 4.7 


转动 不 满足 对 易 律 ,所 以 非 定 轴 的 有 限 转动 不 是 矢量 . 

如 果 是 无 限 小 转动 ,情况 就 两 样 了 . 设 刚 体 绕 过 定点 O 的 某 一 轴线 转动 了 
一 微小 角度 Ap ,根据 对 定 轴 转 动 的 规定 ,用 转动 
轴 上 的 有 方向 线段 An 来 表示 角 位 移 , 其 大 小 和 
角 位 移 Ap 相当 ,如 图 4.8 所 示 . 设 r 为 刚体 上 
任 一 点 P 在 转动 前 的 位 置 矢量 ,r + Ar 为 转动 后 
的 位 置 拓 量 , 则 Ar 的 大 小 为 

Ar = PMADP = rsin OAp. 
Ar 的 方向 既 和 r 垂直 ,也 和 An 垂直 . 因此 ,Ar 
可 表示 为 
Ar = An Xr. (2.3) 

设 刚 体 发 生 了 两 次 绕 O 点 的 无 限 小 转动 Am， 和 
Am .如 果 先 转 An, 后 转 Am, , 则 由 (2.3) 可 得 


图 4.8 
Anl ， 
rr =r+Ar=r+i+An,xr, 
， 人 An Ed Ei Ea 
r—>*r =r +Ar =r+Anxr+An,;xrti+An,x (An, xr). 
(2.4) 
如 果 先 转 Am ,后 转 An, , 则 
An, , 
rr =r+An,xr, 


An 
rr = r+tAn XxXr+An Xr+An x (An, xr). (2.5) 
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比较 (2.4) 和 (2.5) 两 式 , 第 一 项 完全 一 样 ,第 二 项 和 第 三 项 次 序 不 同 . 但 由 于 
An Xr 一 Ar 是 线 位 移 , 满 足 对 易 律 . 因此 (2.4) 和 (2.5) 两 式 中 的 前 三 项 都 是 相 
等 的 . 但 一 般 情况 下 An X (Ani xr) 和 An Xx (An; Xr) 的 大 小 和 方向 都 不 一 
样 ,只 有 当 An, 和 An, 方向 相同 时 ,这 两 项 才 相 等 ,这 就 是 定 轴 转动 的 情况 . 另 
外 ,如 果 Am 和 An, 都 是 无 穷 小 转动 ,那么 (2.4) 和 (2.5) 中 的 最 后 一 项 与 前 面 
的 项 相 比 可 以 忽略 ,于 是 (2.4) 和 (2.5) 仍 然 相 等 . 因此 两 个 无 穷 小 转动 满足 对 
易 律 . 由 此 可 见 有 限 角 位 移 不 是 矢量 ,而 无 穷 小 角 位 移 是 矢量 . 
角速度 是 角 位 移 对 时 间 的 微 商 : 


-lim 和 - SP 
arr0 Ar di 


dn 是 矢量 ,dt 是 标量 ,因此 dn/dt 必 为 矢量 . 如 果 一 个 刚体 同时 参与 几 个 转动 ， 
则 角速度 一 定 是 各 个 单独 转动 的 角速度 的 矢量 和 . 
结合 上 节 的 讨论 ,我 们 可 以 认为 刚体 的 定点 转动 是 由 三 个 互相 独立 的 转动 
一 一 进 动 . 章 动 和 自转 合成 的 . 因此 刚体 定点 转动 的 角速度 w 可 表示 为 进 动 角 
速度 9 、 章 动 角速度 6 和 自转 角速度 w 的 合成 : 
w= gg+60+vy. (2.6) 
从 图 4.4 中 可 看 到 , 进 动 角 速度 p 沿 Oz。 轴 方 向 , 章 动 角 速度 6 沿 节 线 ON 方 
向 ,自转 角速度 wy 沿 Oz 轴 方 向 . 如 果 我 们 用 i、j、k 和 e,、e,;、e; 分 别 表示 
Oryz 和 Oxo yo zo 坐标 系 的 单位 天 量 , 并 考虑 到 
es; = sin G(sin gi + cos Wj) + cos Ok, 
k’ = sin 9(sin pe: - cos ges) + cos be,, 


一 


ON ， , 1 
ON ~ cos Pe + sin pe, = cos gi — sin fi, 


9 = pe; = 0(sin Osin gi + sin gcos gj + cos Ok), 
6 = O(cos pe + sin ges) = O(cos fi — sin fj), 
yw = f(sin gsin pe1 — sin Ocosges + cos be) = yk. 
将 它们 代入 (2.6) 式 , 即 可 分 别 得 到 刚体 的 角速度 w 在 Ozo yozo 系 中 的 表示 为 : 
0 ， 二 gsin Qsin p+ bcos (a 
| wo, =— Ysin bcosp + bsinp， (2.7) 
wo = dcos 8 十 9. 
在 Oryz 系 中 的 表示 式 为 : 
w, = Psin Osin W + Oeosy, 
| WwW 二 psin Gcos y — bsin J， (2.8) 
w= pcos G+ J. 
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这 两 组 方程 式 通常 称 为 刚体 定点 转动 的 欧 拉 运动 学 方程 . 需要 强调 指出 ,讨论 
刚体 运动 时 ,不 要 把 转动 和 滚动 , 平 动 和 滑动 这 两 对 概念 混为一谈 . 转动 和 平 动 
指 的 是 固定 在 空间 的 坐标 系 和 固定 在 刚体 上 的 坐标 系 之 间 的 相对 方向 ,有 变化 
的 就 有 转动 (有 角速度 ) ,无 变化 的 就 是 平 动 (角速度 为 零 ). 而 滚动 和 滑动 则 是 
对 两 个 刚体 接触 点 的 性 质 而 言 的 , 如 果 接 触 点 的 相对 速度 为 零 , 则 称 一 个 刚体 
在 男 一 个 刚体 上 作 纯 滚动 . 如 果 接 触 点 的 相对 速度 不 为 零 , 则 存在 滑动 . 只 有 
轮子 沿 直线 运动 时 ,滚动 和 转动 , 平 动 和 滑动 之 间 才 存在 某 种 内 在 联系 . 除 此 之 
外 ,这 两 对 运动 是 完全 不 相关 的 概念 . 
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从 上 两 节 的 讨论 可 知 ,刚体 的 平 动 可 由 C 点 的 运动 来 表示 ,而 刚体 的 转动 
则 可 由 角速度 w 来 描述 . 因此 ,由 C 点 的 速度 ww 和 角速度 ww 可 决定 刚体 上 任 
一 点 的 线 速度 和 线 加 速度 . 
先 讨论 刚体 只 有 转动 没有 平 动 的 情况 . 上 节 (2.3) 式 已 经 给 出 , 当 刚 体 有 一 
无 限 小 转动 An 时 ,刚体 上 任 一 点 P 的 线 位 移 Ar 为 
Ar = An xr, 
式 中 > 为 已 点 的 位 置 矢 量 . 因此 已 点 线 速度 为 
v= lim A = jim SX7 
Ar-0 At Ar—0 Ai 
按 角 速度 的 定义 , lim 人 = w， 因此 上 式 可 写 为 
v= = wxr. (3.1) 
而 PP 点 的 加 速度 为 


六 = xrtox (wxr). (3.2) 


这 两 个 公式 无 论 对 定 轴 转 动 还 是 定点 转动 都 是 适用 的 . 

(3.1) 式 中 的 r 是 刚体 上 两 点 之 间 的 位 移 矢 量 , 当 刚体 运动 时 ,r 的 方向 将 
不 断 改 变 . 但 它 的 大 小 是 固定 不 变 的 ,因此 r 是 常 模 矢 量 . 如 果 我 们 把 常 模 矢 
量 看 成 一 根 有 方向 的 棒 ,那么 由 (3.1) 式 可 以 推断 : 任 一 常 模 矢 量 4 对 时 间 的 微 
商 , 等 于 代表 常 模 矢量 ( 即 棒 ) 运 动 的 角速度 @ 和 常 模 矢量 本 身 的 矢量 积 : 

dA 
di 
利用 上 式 就 可 以 很 方便 地 求 单位 矢量 对 时 间 的 微 商 . 例如 在 球面 坐标 中 , 径 向 


wxA. (3.3) 
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单位 矢量 e (图 4.9) 的 角速度 为 w=6+ 9 = Pe,+ ge;, 因 此 
e, =0x 2, 二 be， 十 psin be，， 
和 $1.2 中 所 导出 的 结果 完全 一 样 . 

如 果 刚 体 既 有 转动 又 有 平 动 ,那么 刚体 上 任 一 点 的 速度 除了 转动 所 引起 的 
速度 w xr 外 ,还 应 加 上 平 动 的 速度 . 解决 这 个 问题 有 两 种 方法 :固定 基点 法 和 
瞬时 转轴 法 . 

先 讨论 固定 基点 法 . $4.1 中 指出 ,刚体 作 平 动 时 ,刚体 上 各 点 平 动 的 速度 
是 一 样 的 ,我 们 不 妨 就 用 Cryz 系 的 坐标 原点 C 点 速度 v.. 来 表示 . 因此 刚体 作 
一 般 运 动 时 ,刚体 上 任 一 点 P 的 速度 可 表示 为 

v= vc+@xr, (3.4) 
式 中 了 为 P 点 相对 C 点 的 位 置 矢量 ,C 点 称 为 基点 . (3.4) 式 表明 :刚体 上 任 一 
点 卫 的 速度 等 于 基点 C 的 速度 v . ,加 上 绕 基点 C 转动 的 速度 ww xr，C 点 在 刚 
体 上 的 位 置 是 固定 的 . 

描写 刚体 运动 时 , 选 哪 一 点 作 基 点 ,或 者 说 选 哪 一 点 作为 Cx’y'z 系 的 坐标 
原点 是 任意 的 . 选 不 同 的 基点 ,(3.4) 式 中 的 w 和 rr 将 随 之 改变 ,但 刚体 的 角 速 
度 w 并 不 改变 ,证 明 如 下 : 

如 图 4.10 所 示 ,如 果 我 们 取 C 点 为 基点 , 则 任 一 点 P 的 速度 按 (3.4) 式 应 
为 


Vp= vc+to@xr. 


图 4.9 图 4.10 
男 一 点 C 的 速度 为 
Ve= Vct+xX reoc. 
这 两 个 式 子 中 的 @ 都 是 刚体 绕 C 点 转动 的 角速度 . 现在 如 果 我 们 改选 C 点 为 
基点 , 设 刚体 绕 C 点 的 角速度 为 @“ , 按 (3.4) 式 ,P 点 的 速度 应 为 
vp= vctw xr. 


将 上 面 的 w .和 w 的 表示 式 代 人 ,并 考虑 到 r= rr +r ,得 
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(四 一 由)XxXr = 0. 


因 P 是 刚体 中 的 任意 一 点 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 使 w= @ . 这 就 证 明了 刚体 的 


角速度 和 基点 的 选取 无 关 . 
由 (3.4) 式 可 得 刚体 上 任意 一 点 的 线 加 速度 为 
a= =atd xrt ox (oxr), (3.5) 


式 中 ac 是 基点 C 的 加 速度 ,5 鱼 是 刚体 的 角 加 速度 . 对 于 平面 平行 运动 , 因 w | 
r, 此 时 


OXOXrI)= or)- ro wm) =- wr. 


因此 (3.5) 式 可 简化 为 
a = act xr wr. (3.6) 


下 面 介绍 瞬时 转轴 法 . 先 讨 论 平面 平行 运动 的 情况 . 这 种 情况 下 角速度 恒 
王 直 于 运动 平面 , 国 此 如 果 已 知 刚体 的 角速度 w 和 刚体 上 某 一 点 PP 的 线 速度 
pp 总 可 以 通过 已 点 作 一 条 和 mp 垂直 的 直线 PQ ,并 使 Q 点 的 位 置 满足 条 件 
Vp= 四 Xrop. 
将 上 式 和 (3.4) 式 比较 ,可 知 上 式 相 当 于 取 Q 点 为 基点 ,并 且 基 点 的 速度 为 零 . 
基点 速度 为 零 ,意味 着 此 刻 刚 体 没 有 平 动 ,只 有 纯 转 动 , Q 点 是 转动 轴线 和 平面 
的 交点 . 显然 Q 点 的 位 置 不 是 固定 的 ,不 同 瞬时 , Q 点 的 位 置 不 同 ,所 以 Q 点 
称 为 上 曙 时 转动 中 心 ,或 胆 时 转 心 . 这 样 ,刚体 上 任意 一 点 已 的 速度 就 可 以 用 纯 转 
动 的 公式 (3.1) 求 得 , 即 
vp= 0 X rop. (3.7) 


根据 瞬时 转 心 的 定义 ,显然 还 可 以 通过 下 面 两 种 方法 找到 瞬时 转 心 :(1) 找 
出 刚体 上 瞬时 速度 为 零 的 点 ,这 一 点 必 是 瞬时 转 
心 . 例如 轮子 在 轨道 上 作 纯 滚动 时 ,接触 点 的 速 
度 为 零 ,这 一 点 就 是 瞬时 转 心 . (2) 如 已 知 刚体 
上 两 点 A 和 B 的 速度 方向 ,分 别 过 A 点 和 B 点 
作 w ,和 和 ws 的 重 线 ,其 交点 必 为 姐 时 转 心 ,如 图 
4.11 所 示 . 

刚体 作 一 般 运 动 时 ,也 可 用 瞬时 转轴 法 来 描 
述 . 如 果 在 某 一 退 时 我 们 能 在 刚体 上 找到 两 个 速 
度 为 零 的 点 , 则 此 两 点 的 连 线 就 是 刚体 的 瞬时 转 
轴 . 找到 了 瞬时 转轴 ,刚体 上 任 一 点 的 速度 公式 就 可 以 直接 用 纯 转 动 的 公式 
(3.1) 来 表示 了 . 


图 4.11 
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必须 注意 ,瞬时 转 心 或 瞬时 转轴 上 各 点 的 瞬时 速度 为 零 . 但 瞬时 加 速度 不 
为 零 . 因此 用 瞬时 转轴 法 求 刚体 上 各 点 的 线 加 速度 时 ,不 能 直接 用 纯 转 动 的 加 


速度 公式 (3.2) ,而 必须 先 求 出 速度 v ,然后 再 按 92 求 出 加 速度 


下 面 我 们 举 儿 个 例题 . 

【 例 1】 半径 为 民 的 轮子 在 直线 轨道 上 只 滚 不 滑 ,质心 C 的 速度 为 常数 o, , 求 轮子 边缘 
上 任 一 点 P 的 速度 和 加 速度 . 

解 : 如 图 4.12 所 示 ,P 为 轮 缘 上 的 任意 一 点 . 设 P 点 和 轨道 接触 时 轮 心 在 O 点 , 取 此 点 
为 固定 坐标 的 原点 ,并 取 Oro yo 坐标 系 如 图 所 示 . 经 过 时 刻 1 后 ,轮子 转 过 了 角度 y. PP 点 
是 固定 在 轮子 上 的 ,因此 可 取 CP 为 Cry 坐标 系 中 的 x 轴 . y 就 是 Cx 轴 和 Ox。 轴 的 夹 角 , 因 
此 轮子 的 角速度 w= 


图 4.12 


轮子 在 直线 轨道 上 滚动 而 不 滑动 , 轮 心 移动 的 距离 OC 应 等 于 轮 周 滚 过 的 弧 长 RP. 因 


轮 心 的 速度 为 常数 vo ,所 以 OC = zol, 而 弧 长 QP = Ry, 因 此 有 约束 关系 vot = Rg. 由 此 即 
可 得 出 轮子 的 角速度 w 的 大 小 : 


Uo 


ww 二 y = 页 ， (1) 
w 的 方向 垂直 纸 面向 里 . 我 们 先 用 基点 法 来 求 已 点 的 速度 mp. 取 轮 心 C 为 基点 , 则 
Up= Uct WX rop. (2) 


由 (1) 可 知 | wx rcp | = Rw = vo。. wxrer 垂 直 于 半径 CP,o， 平 行 于 轨道 . 根据 图 中 的 几何 关 
系 ,v5 的 大 小 可 表示 为 
[vsp| = 2v0cosa = 2oosin0， (3) 
式 中 6 为 PQ 和 直线 轨道 的 夹 角 . 
我 们 也 可 以 用 瞬时 转 心 法 来 求 vs. 轮子 和 轨道 的 接触 点 Q 就 是 轮子 作 纯 滚动 时 的 肯 
时 转动 中 心 ,所 以 


Up= 四 x rop. 


因 rop =2Reos a =2Rsin ,w= ,代入 上 式 得 
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| vp | = 2uocosa = 2vosin €, 
v ,的 方向 和 QP 垂直 ,同上 而 以 轮 心 为 基点 所 得 出 的 结果 一样， 
再 求 P 点 的 加 速度 as ,用 基点 法 . 因 本 题 的 vw 。 和 w 都 是 常数 ,因此 am 和 人均 为 零 所 


以 由 (3.6) 式 得 
其 大 小 为 wi/R, 方 向 指向 轮 心 C. 

【 例 2】 半径 为 /的 圆 盘 垂 直 于 地 面 作 纯 滚动 , 圆 盘 中 心 C 以 速率 .= wR 沿 着 半径 
为 R 的 圆周 运动 , 求 圆 盘 边 缘 上 任 一 点 P 的 速度 . 

解 : 如 图 4.13 所 示 ,盘子 在 转动 过 程 中 , 盘 上 各 点 和 O 点 的 相对 距离 永远 保持 不 变 , 因 
此 了 贺 盘 的 运动 可 以 看 成 是 绕 O 点 的 定点 转动 , OQ 为 其 瞬时 转动 轴线 . 

我 们 用 欧 拉 角 来 写 出 圆 盘 的 角速度 . 从 图 4.14 中 可 看 出 ,本题 中 6= 90°,6=0,g8= w,， 
4= -ow:. 由 于 圆 盘 只 滚 不 滑 ,w， 和 w; 之 间 存 在 约束 关系 ， 


Ue 一 Low， 一 Rw . 


图 4.13 图 4.14 


由 此 可 得 


WW) 一 隔山. 


! 
将 这 些 代 人 欧 拉 运动 学 方程 (2.8) 式 ,得 圆 盘 的 角速度 为 


和 = wsin git wcos yg — Fk. 


圆 盘 边缘 上 任 一 点 PP 的 位 置 矢量 + 为 
r= RE + 1 
所 以 
vp= Xr = Rol(lt+ceos yg)i- Rosin gi + lwisin rk. 

【 例 3】 长 为 /的 直 尺 AB, 其 端点 A 与 B 被 约束 在 互相 正 交 的 直线 导 权 Ox 及 Oy 上 清 
动 . 求 丰 尺 运动 时 瞬时 转动 中 心 的 轨道 . 

解 : 刚体 作 平 面 运动 时 ,瞬时 转动 中 心 Q 在 固定 坐标 系 Ory 中 的 轨迹 称 为 空间 极 迹 , 在 
和 刚体 一 起 运动 的 坐标 系 Cr'y 中 的 轨迹 称 为 本 体 极 迹 . 本 题 中 直 尺 AB 运动 时 A 点 和 B 点 
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的 速度 方向 分 别 沿 Or 轴 和 Oy 轴 , 因 此 过 A 点 和 B 点 ,分 
别 作 Ox 轴 和 Oy 轴 的 垂 线 ,其 交点 Q@ 即 为 直 尺 的 瞬时 转 
动 中 心 ,Q 点 在 Ory 系 中 的 坐标 为 
+ = ising, 
y= lcos 0. 
两 式 平方 相 加 得 
+ vy = ， 
这 是 一 个 以 O 点 为 加 点 ,半径 为 | 的 圆 , 它 在 第 一 象限 的 
部 分 就 是 此 直 尺 的 空间 极 迹 方 程 . 
为 了 给 出 本 体 极 迹 方 程 , 取 棒 的 中 点 C 为 坐标 系 
Cr'y 的 原点 ,并 取 Cy 轴 沿 棒 的 方向 ,Cr 轴 垂 直 于 棒 . 显 


然 在 Cr'y 系 中 ,Q 点 与 C 点 的 距离 为 常数 :CQ = 六. 因此 Q 点 在 Cry 系 中 的 轨迹 也 是 一 


图 4.15 


个 图 ,图 心 在 直 尺 AB 的 中 点 C, 半 径 为 尺 长 AB 的 一 半 ( 二 ) ,这 个 圆 的 上 半 部 分 就 是 直 尺 
运动 的 本 体 极 迹 ， 


4.4 刚体 运动 的 动力 学 方程 


在 $4.1 中 我 们 指出 ,刚体 可 看 成 是 一 种 特殊 的 质点 系 . 因此 质点 系 动 量 
定理 、 角 动量 定理 和 动能 定理 对 刚体 也 是 适用 的 . 刚体 具有 6 个 自由 度 ,如 取 质 
心 C 为 基点 , 则 3 个 平 动 自由 度 的 运动 可 由 质点 系 的 质心 运动 定律 


mn ee = FF” (4.1) 
来 决定 . 3 个 转动 自由 度 的 运动 , 则 可 由 角 动 量 定理 
= Sr xr (4.2) 
来 决定 . 也 可 以 用 质点 系 的 动能 定理 
dT = ZF + hE,") ‘dr, = ZF dr. (4.3) 


来 取代 (4.1) 或 (4.2) 中 的 一 个 方程 . (4.3) 中 利用 了 刚体 内 部 各 质点 相对 距离 
不 变 ( 即 内 力作 功 为 零 ) 的 条 件 . 总 之 ,由 (4.1)、(4.2) 和 (4.3)7 个 方程 中 选取 6 
个 即 可 建立 起 刚体 运动 的 动力 学 方程 . 

我 们 也 可 以 应 用 拉 格 朗 日 方程 来 建立 刚体 运动 的 动力 学 方程 . 取 刚 体 的 质 
心 坐 标 re 和 欧 拉 角 0、qp 、y 为 广义 坐标 , 写 出 刚体 的 动能 下 和 势能 V. 然后 代 
入 拉 格 朗 日 方程 , 即 可 得 到 6 个 动力 学 方程 . 

因此 ,可 以 说 刚体 运动 的 动力 学 方程 的 一 般 形式 ,原则 上 在 第 一 章 和 第 二 章 
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已 经 给 出 . 要 使 方程 具体 化 ,只 要 给 出 在 刚体 条 件 下 质心 re 、 角 动量 工 动能 T 
和 和 势能 V 的 具体 表示 式 即 可 . 
由 于 刚体 内 部 各 质点 间 的 相对 距离 保持 不 变 , 因 此 刚体 内 部 的 势能 了 为 
常数 ,刚体 的 总 势能 V 只 决定 于 外 场 V'”. 根据 定义 ,刚体 的 质心 为 
mr rolryav 
re 一 二 9 
> m1 
式 中 p(r) 为 刚体 的 密度 ,wm 为 刚体 的 总 质量 . 因此 需要 具体 讨论 的 只 是 角 动 量 
L 和 动能 了 的 表示 式 . 由 于 刚体 的 一 般 运 动 由 平 动 和 转动 两 部 分 合成 , 平 动 部 
分 总 可 归并 到 质心 运动 中 去 ,而 质心 运动 可 由 质心 运动 定理 完全 决定 ,因此 在 写 
出 刚体 角 动 量 工 和 动能 了 的 表示 式 的 时 候 , 我 们 可 不 考虑 平 动 部 分 ,只 要 写 出 
转动 部 分 的 工 和 了 的 表示 式 就 可 以 了 . 
将 刚体 转动 时 刚体 上 任 一 点 线 速 度 的 表示 式 w,， = wm Xr, 代 人 质点 系 角 动 
量 的 一 般 表 示 式 , 即 可 得 刚体 转动 时 角 动 量 工 的 表示 式 : 
L= 2(7 X mv,)= 之 [r Xn(w x r;)] 


(4.4) 


= mr 一 (@ mr (4.5) 
当 质量 连续 分 布 时 ,上 式 变 为 
r= ro (Co. mrldm: (4.6) 
刚体 转动 部 分 的 动能 为 
人 = 5) am = 了 wm (mo Xxr,) 
- 1 Symw .(r xb) = FL .0. (4.7) 


要 进一步 使 工 和 了 的 表示 式 具 体 化 ,需要 做 (4.6) 式 中 的 两 个 积分 
| wam 和 || "rr)rdm . 我 们 将 在 下 面 几 节 分 别 对 不 同情 况 作 具体 讨论 . 


34.5 刚体 的 平面 平行 运动 


刚体 作 平 面 平行 运动 时 ,刚体 角速度 的 方向 是 不 变 的 ,可 令 这 个 方向 为 z 
轴 的 方向 ,k 为 其 单位 矢量 ,因此 w = wk. 刚体 角 动 量 工 在 < 轴 方 向 的 分 量 为 
L .= 工大 . 角 动 量 定理 可 表示 为 


一 ”= M.. (5.1) 
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下 面 我 们 来 求 L. 和 下 的 表示 式 . 如 图 4.16 所 示 ， 
由 (4.6) 式 得 


L.=L.:k 
= 中 ca — (wr)rj.: kdm 
-| Rwdm = lw, (5.2) / 
式 中 / 
[= | Ram, (5.3) 


称 为 刚体 绕 过 O 点 的 定 轴 转 动 的 转动 惯量 , R 是 质 
量 元 dm 到 轴 的 距离 . 由 (4.7) 式 ,刚体 的 动能 可 表 
示 为 


图 4.16 


lr.o- lr,。-1 
T==L m= FTLw= 7 


这 样 ,要 建立 刚体 平面 平行 运动 的 动力 学 方程 ,最 后 归结 到 求 刚体 绕 固定 轴 的 转 
动 惯量 了 . 

从 转动 惯量 的 表示 式 (5.3) 可 知 ,刚体 绕 定 轴 的 转动 惯量 的 大 小 , 既 决 定 于 
刚体 内 部 的 质量 分 布 , 又 决定 于 转动 轴线 的 位 置 和 方向 . 但 是 可 以 证 明 : 物 体 对 
于 任 一 固定 轴线 的 转动 惯量 了 ,等 于 通过 质心 C 的 平行 轴 的 转动 惯量 1., 加 上 
刚体 的 质量 m 与 两 轴 间 的 垂直 距离 4 的 平方 的 乘积 , 即 

T= I.+mad’. (5.5) 
这 个 关系 称 为 平行 轴 定 理 . 证 明 如 下 : 

如 图 4.17 所 示 , 取 截面 为 Oxy 平面 , 设 C 为 刚体 质心 ,P 为 刚体 中 任意 一 
点 ,考察 刚体 绕 通 过 C 点 和 PP 点 的 两 根 垂 直 于 截面 的 互相 平行 的 轴 的 转动 惯量 
1. 和 I. 设 两 轴 间 的 距离 为 4d, 截 面 上 任 一 质量 元 dx 到 C 轴 和 P 轴 的 距离 分 别 
为 RR 和 R', 取 C 点 为 坐标 原点 ,CP 方向 为 x 轴 , 由 余弦 定理 得 
R” = R*+d’ -2dReos0 = R*+d’ -2xd, 
式 中 x = Recos 9 为 质量 元 dm 所 在 的 x 坐标 ， 
将 上 式 代入 (5.3) 即 得 


1 = Ram - | + d’ -27d)dm 


Iw:. (5.4) 


= I. +md’. 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 质心 的 定义 |zdm = 


mze = 0 . 这 就 证 明了 平行 轴 定 理 . 
图 4.17 如 果 令 
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了 = mpo”， (5.6) 
其 中 wm 为 刚体 的 质量 , 则 p 称 为 刚体 对 转动 轴 的 回转 半径 . 如 把 刚体 的 质量 集 
中 于 一 点 , 则 此 点 到 转动 轴 的 距离 为 p ,此 质点 绕 轴 的 转动 惯量 和 刚体 绕 同一 轴 
的 转动 惯量 相等 . 相对 于 过 质心 C 的 转动 轴 的 回转 半径 称 为 主 回转 半径 , 即 I。 
= mp ,由 平行 轴 定理 可 得 
po =oc+t+d’ (5.7) 
显然 , 主 回 转 半 径 p. 是 最 小 的 回转 半径 . 
表 4.1 均匀 刚体 绕 对 称 轴 的 转动 惯量 


ee 绕 三 个 坐标 轴 的 转动 惯量 
物体 (质量 为 1) 坐标 轴 ( 惯 量 主轴 ) ( 主 转动 惯量 ) 

I = mp/3 

长 方形 板 ( 边 长 为 24 和 | Or 和 Oy 轴 依 次 平行 于 边 


20 ) 24 和 26 , Oxz 垂直 于 板 面 | 三 一 me 有 
Ty=m(a 二 及 )13 


l=m(b +e’)/3 
1 = (ce :+a )/3 
Ia=m(a’ +6b°)/3 
I =,= ma’l4 

1 = ma’/{2 
1 = mob/4 
I» = ma’/4 


13=m(a’ +6°)/4 
实心 圆柱 体 ( 半 径 为 a, 长 | Or 、Oy 垂直 于 对 称 轴 ,Oz | T= 了 = m(3a’ + 站)/12 


为 1) 轴 部 为 其 轴线 Ja = ma’/2 
I = 天 (302 二 三)112 


1»2=m(3a: + 2)12 
Tay=m(a:+b’)/4 


实心 长 方 体 ( 边 长 2a ,26， Or .Oy 和 Oz 轴 依 次 平行 
2rc) 于 边 24 . 25 和 2c 


Or 和 Oy 轴 在 板 面 上 ,Orx 


圆 板 (半径 为 a) 轴 重 直板 面 


椭圆 板 (长 . 短 轴 为 2a、| Oz 轴 和 Oy 轴 依 次 沿 半 轴 
265) a 和 65, Oz 轴 垂 直 于 板 面 


实心 椭圆 柱 体 ( 椭 贺 半 轴 | Ox 轴 Oy 轴 依 次 沿 椭圆 半 
为 a 5b, 长 为 1) 轴 w 、5,z 轴 为 柱 体 轴线 


球 壳 (外 半径 为 a, 内 半径 | Or、Oy、Oz 为 任意 三 条 互 
相 垂 直 的 轴线 


实心 球体 (半径 为 a) 同上 11=1»,= ;=2ma’ ls 
薄 球 过 (半径 为 a) 局 上 Li1=1,,= 1 =2ma’l3 
TT re 
Or .Oy 、Oz 轴 依 次 沿 半 轴 "mb te )s 


1 =mt{c:+a’)ls 
1 = fa + 上 215 


实 椭 球 体 ( 半 轴 为 a .bp 、c) 


a be 


+ 


Or、Oy 在 底面 上 , Oz 轴 
加 锥 (高 ,底面 半径 a) 为 其 轴线 (质心 不 在 坐标 
原点 ) 


l= =m(3a +2h°)/20 
1 =3ma’/l0 
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表 4.1 给 出 一 些 对 称 性 比较 高 的 均匀 刚体 绕 过 质心 的 对 称 轴 的 转动 惯量 . 
它们 都 可 以 利用 (5.3) 式 直接 积分 得 到 . 

刚体 的 平面 平行 运动 可 以 看 成 是 质心 的 运动 ( 平 动 ) 和 经 过 质心 的 定 轴 和 转动 
两 种 运动 的 合成 . 刚体 平面 平行 运动 的 动力 学 方程 , 既 可 以 由 质心 运动 定理 、 角 
动量 定理 或 能 量 定理 来 得 出 ,也 可 以 由 拉 格 朗 日 方程 来 得 出 , 但 是 有 两 点 需要 


特别 注意 : 
(1) 在 $1.5 中 我 们 证 明 对 于 动 点 P, 角 动量 定理 的 形式 为 
oe =— vpX mvcet+ Mp, 


因此 如 果 我 们 限定 角 动 量 定理 的 形式 为 字 = M , 则 一 般 情况 下 它 只 对 质心 C 
才 成 立 , 这 时 zz =vmc ,因而 -mw xnaor=0, 对 于 其 他 动 点 一 般 不 成 立 ,除非 
此 动 点 的 速度 和 质心 C 的 速度 在 运动 过 程 中 永远 相互 平行 . 

(2) 刚体 作 平 面 平行 运动 时 ,如 果 没 有 其 他 约束 ,自由 度 是 3, 可 取 zc 、y。 
和 y 为 广义 坐标 . 如 果 刚 体 还 受 有 其 他 约束 , 则 自由 度 要 减少 到 2 或 1, 这 时 就 
要 在 ze ,yc 和 y 这 三 个 坐标 中 选 定 2 个 或 1 个 作为 广义 坐标 , 写 拉 格 朗 日 函数 
时 ,不 能 把 ze ,yx 和 y 三 者 同时 保留 下 来 . 

下 面 我 们 举 一 些 例题 来 说 明 刚 体 的 平面 平行 运动 的 解 题 方法 及 应 注意 的 问 
题 . 

【 例 1】 均匀 圆柱 体 沿 男 定 斜 面 滚 下 , 求 圆柱 体 的 加 速度 和 约束 反作用 力 . 

解 : 设 圆柱 体 的 半径 为 R ,质量 为 m ,斜面 的 倾角 为 a, 取 如 图 4.18 所 示 的 坐标 系 , 则 

yc = 0. (1) , 
如 果 圆 柱 只 滚 不 滑 , 则 
re = Ry. (2) 

(1) ,2) 两 式 是 两 个 理想 约束 条 件 ,因此 体系 的 
自由 度 为 1, 主 动力 为 重力 ,是 保守 力 . 因而 如 果 不 需 
要 求 已 点 的 约束 反作用 力 , 则 用 拉 格 朗 日 方程 或 直 
接 用 能 量 守恒 定律 求解 是 很 方便 的 .如 还 需要 求 约 
束 反作用 力 , 则 可 用 质心 运动 定律 和 角 动 量 定理 来 求 图 4 18 
解 . 

体系 的 动能 


将 约束 条 件 (2) 代 入 上 式 , 得 


T= (1+ I /总 (3) 
m 


体系 的 势能 
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V =- mgresina. (4) 
体系 拉 格 朗 日 函数 为 
L = ml + meresin a (5) 
把 (5) 式 代入 拉 格 朗 日 方程 得 
I 
(1 十 本 ): ~ — gsina = 0. (6) 
对 于 实心 圆柱 体 ,1 = mR*/2, 于 是 由 (6) 式 可 得 
re 二 Sgsina, (7) 
可 兄 贺 柱 是 以 等 加 速度 沿 斜 面 滚 下 的 . 由 (7) 式 和 (2) 式 ,很 容易 求 得 re .rr 和 .WV, 这 里 不 
再 一 一 写 出 . 
如 果 用 能 量 守恒 定律 来 解 , 则 由 (3)、(4) 两 式 得 
六 闸 (1 十 二 一 mgresina = 上 = 常数 . (8) 


上 式 对 t 求 微 商 即 得 (6) 式 ,和 用 拉 格 朗 日 方程 得 出 的 结果 完全 一 样 . 
我 们 也 可 以 用 角 动 量 定理 来 解 这 个 问题 . 本 题 瞬时 中 心 P 的 速度 恒 和 质心 C 的 速度 平 
行 ,因此 既 可 以 对 C 点 ,也 可 以 对 己 点 应 用 角 动 量 定 理 , 对 P 点 应 用 角 动 量 定理 ,得 


lp = mgRsina. (9) 


将 14=Jo+ mR = 本 mR? 及 y= 关 代入 , 即 得 (7) 式 ， 


下 面 来 求 约束 反作用 力 . 圆柱 和 斜面 的 接触 点 P 作用 着 的 约束 反作用 力 可 分 解 为 法 向 力 
F、 和 切 向 力 FF, 后 者 就 是 摩擦 力 ( 见 图 4.19). 根据 
质心 运动 定理 和 对 质心 的 角 动 量 定理 可 得 


Pr = mgsina— FE, (10) 
0 = mgcosa - F、, (11) 
Lj = RF, (12) 


这 三 个 方程 加 上 约束 方程 (2) 共 4 个 方程 ,可 解 xc、 
.Fv 上 四 个 未 知 函 数 . 由 (11) 式 得 


FV = mgcosae. (13) 图 4.19 
由 (12)、(10) 和 (2) 三 式 中 消去 ze 和 少 , 或 者 直接 将 (7) 代 入 (10) 式 得 
F = 了 mgsin a (14) 


以 上 我 们 讨论 的 是 圆柱 体 在 斜面 上 只 滚 不 滑 的 情况 ,如 果 保 持 斜面 粗粮 程度 不 变 , 而 将 斜面 
的 倾角 a 增 大 , 则 当 a 增加 到 某 一 值 时 ,接触 点 就 要 产生 滑动 ,此 时 摩擦 力 下 将 从 静摩擦 
力 变 为 滑动 摩擦 力 ,存在 关系 式 

F = OF (15) 
将 (12) 和 (14) 代 入 (15) 式 ,可 知 圆柱 在 斜面 上 只 深 不 滑 的 条 件 为 


p> tan a (16) 
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【 例 2】 半径 为 民 的 偏心 圆 盘 在 水 平面 上 作 平 面 平 行 运动 , 圆 盘 的 质量 为 m ,质心 C 离 
几何 中 心 O 的 距离 为 d, 写 出 圆 盘 的 运动 方程 . 设 圆 盘 只 滚 不 滑 . 
解 : 取 :1=0 时 , 圆 盘 的 几何 中 心 为 Oxy 系 的 坐标 原点 ,x 轴 沿 水 平方 向 ,y 轴 沿 铅 直方 向 ， 
质心 C 和 几何 中 心 O 的 连 线 与 铅 直 线 的 夹 角 为 y, 圆 盘 和 水 平面 的 接触 点 为 P, 并 令 CP = r. 
(1) 应 用 拉 格 朗 日 方程 . 体系 自由 度 为 1, 选 取 光 为 广义 坐标 ,质心 坐标 re 、yc 可 通过 
约束 关系 用 yy 来 表示 : 


Te = — Ry + dsin y, (1) 
ye = ~ deosy. (2) 
体系 的 动能 和 势能 分 别 为 
T= mo 十 并 人 = Tm) 十 Fmpiy 


ni 


= FLR: + dd’ +p ~ 2dReos gy, 


V=— mgdeos y. 


于 是 由 拉 格 朗 日 方程 得 
(R +d’ + pi — 2dReos y) oY+ dRsin yy + dgsiny = 0, (3) 
此 即 圆 盘 的 运动 方程 . 
(2) 应 用 质心 运动 定理 和 角 动 量 定 理 , 有 
mzie 二 下， (4) 
mye = Fu- meg, (5) 
Li =- dFvsing+ (R- dcos y)F. (6) 


在 得 出 方程 (6) 时 ,我 们 利用 了 ( 见 图 4.20) 
rxF= -rEFysin k= -dFsin yk, 
rxF= F(R dcos yk. 
将 (1),(2) 代 和 人 (4) 、(5) 得 


F= m(- RY+ decosy Y- dsin y yp:), (7) 
Fv = m(dsin yg $+ dcos YH )+ mg. (8) 


将 (7)、(8) 代 和信 (6), 经 过 整理 即 得 (3) 式 ,和 拉 格 朗 日 方程 得 
出 的 结果 一 - 样 . 

(3) 利用 守恒 定律 . 本 题 体系 机 械 能 守恒 ,自由 度 为 1， 
因此 由 机 械 能 守恒 定律 也 可 得 圆 盘 的 运动 方程 : 


半 m(R: 十 d+ Of - 2dReos y) jp - mgdcos y= 常数 . (9) 
上 式 对 1 微 商 即 可 得 到 {3) 式 . 


本 题 瞬 时 中 心 P 点 和 几何 中 心 O 的 速度 都 不 恒 和 质心 C 的 速度 平行 ,因此 不 能 像 例 1 
那样 对 已 点 应 用 角 动 量 定理 ,也 不 能 对 O 点 应 用 角 动 量 定理 , 对 PP 点 应 用 角 动量 定理 得 : 


2dRsin go + (Re + pi ~ 2dReos yg) G+ dgsin yg = 0， 
对 O 点 应 用 角 动 量 定理 得 
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dRsin yo + (R* + d+ po — dReos J) + dgsing = 0, 
它们 都 和 (3) 式 不 一 样 , 都 是 错误 的 . 

【 例 3】 质量 为 m 的 乒乓 球 以 初速 wm 向 右 沿 水 平面 抛 出 ,同时 球 具 有 道 时 针 方 向 的 初 
角速度 wo ,讨论 乒乓 球 以 后 的 运动 情况 ， 

解 : 在 所 给 的 初 条 件 下 乒乓 球 和 水 平面 之 间 存 在 测 
动 摩擦 . 如 图 4.21 所 示 , 设 球 和 平面 的 接触 点 为 P 点 , 则 
球 在 已 点 受到 的 力 ,除了 法 向 反作用 力 FE、 外 ,还 有 切 向 
摩擦 力 FF. 取 球 心 C 为 基点 , 则 已 点 的 速度 为 

Vp= Vc+ wx rep 
= (ze + Ry)e, (1) 
式 中 e 表示 沿 水 平面 向 右 的 单位 矢量 . 滑动 摩擦 力 的 方 
向 恒 和 接触 点 的 相对 速度 的 方向 相反 ,因此 由 (1) 知 摩擦 图 4.21 
力 下 的 方向 向 左 , 即 
F=-— Fe. (2) 

先 来 建立 球 的 运动 方程 . 迄今 为 止 我 们 都 局 限于 保守 系统 下 应 用 拉 格 朗 日 方程 来 建立 
体系 的 运动 方程 . 本 题 乒乓 球 受到 滑动 摩擦 力 的 作用 ,体系 不 是 保守 的 . 我 们 结合 这 个 例题 
来 讨论 如 何 应 用 拉 格 朗 日 方程 来 建立 非 保守 系 的 运动 微分 方程 . 

约束 在 平面 上 的 球 既 有 转动 又 有 滑动 ,体系 的 自由 度 为 2, 我 们 取 球 心 C 的 坐标 x 和 转 
过 的 角度 yy 为 广义 坐标 . 非 保守 体系 的 拉 格 朗 日 方程 应 采用 

d oT oT (3) 


的 形式 ,其 中 Q. -= 了 ) 3 下. 利用 (1) 式 可 得 
drp = (dre + Rdy)e, 


所 以 
Q, -FtF)+I .me =F, (4) 
Q =- 区 :OFF 种 = RF, (5) 
体系 的 动能 为 
T = 于 mt + 本 (6) 
将 (4) (5) (6) 代 和 人 (3) 得 
mxe=—F, (7) 
Li$=— RF. (8) 


(7) (8) 两 式 就 是 乒乓 球 的 运动 微分 方程 ,其 中 滑动 摩擦 力 下 需要 作为 已 知 的 主动 力 来 看 
待 . 在 存在 耗 散 力 的 情况 下 ,体系 的 运动 已 不 是 一 个 纯 力学 问题 ,FF 需要 由 实验 定律 来 给 出 ， 
这 就 是 

F = pFy = pmg, (9) 
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滑动 摩擦 因数 4 由 实验 给 出 . (7)、(8)、(9) 构 成 一 组 完整 的 方程 , 解 这 组 方程 即 可 得 到 乒乓 
球 的 运动 情况 . 

如 果 我 们 不 用 拉 格 朗 日 方程 ,而 用 质心 运动 定理 和 角 动 量 定 理 , 则 可 立即 得 出 (7) (8 ) 两 
个 方程 , 比 用 拉 格 郎 日 方程 要 方便 得 多 . 
下 面 讨论 乒乓 球 的 运动 情况 . 将 (9) 代 人 (7) 、(8), 经 过 一 次 积分 得 到 


。 3 
Ue 二 Xe 二 一 HBL 十 Z0 (11) 


从 这 两 个 式 子 中 可 知 ,乒乓 球 的 角速度 w 和 球 心 的 运动 速度 we 都 要 逐渐 减 小 . 设 上 = 1 时 ， 
w 减 小 到 零 ;:= 时 ,uc 减 小 到 零 . 由 (10) 和 (11) 式 可 求 得 :z， 和 zt, 的 值 为 ; 
2 Rwo 


= 了， (12) 
1，= 了 (13) 
Lg 
根据 初始 条 件 ,乒乓 球 的 运动 最 后 可 能 出 现 三 种 不 同情 况 : 
(1) 若 吉 = , 即 2Rwo =3v6, 则 经 过 时 刻 1 后 ,乒乓 球 就 停止 不 动 了 . 
(2) 若 << 吉 , 即 2Rowo<3wv, 则 经 过 时 刻 后 ,w 一 0, 而 w= -8 + vo = vo 一 


邱 Roo >0, 这 时 整个 球 各 点 的 速度 均 为 ,接触 点 PP 的 速度 亦 为 ve ,因此 摩擦 力 下 仍然 向 


左 , 在 此 摩擦 力 的 作用 下 ,乒乓 球 将 从 原来 的 逆 时 针 转 动 变 为 硕 时 针 转 动 . 这 时 (10) 和 (11) 
式 失 效 ,而 应 代 之 以 


3 
让 二 Fat (14) 
2 
vc = pgt + (v0 — 3 Re ). (15) 


这 就 是 说 w 将 从 零 逐 渐 增 加 ,而 vo 则 从 v。 - 亏 Reo 继续 碱 小 ,再 经 过 时 间 :后 ,ve = Re， 


这 时 乒乓 球 作 纯 滚动 ,摩擦 力 FF 消失 ,乒乓 球 将 以 等 速 向 前 继续 滚动 . t 可 由 (14) 和 (15) 式 
联 立 决定 : 


3 2 
本 HE 二 一 KBt 十 (% -~ 和 Re ). 


所 以 
2 2 
:= Ro). (16) 
此 时 球 心 的 速度 为 
UF 二 一 于 (mn 一 于 Ron )+ (w 一 3 Re ) 一 于 um 一 后 Ro， (17) 
所 以 在 2Rwo <<3v。 的 情况 下 ,乒乓 球 从 抛 出 后 经 过 时 间 
ti 十 一 3 + (~ § Ro)= 和 (w+ Roo) (18) 
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后 ,将 以 等 速 wr 继续 向 前 滚动 ， 


3 
(3) 车 二 < 4 , 即 2Reo>3v, 则 经 过 时 刻 ts 后 ,ve =0, 而 w= 一 小字 000- 


3 >0 ,这 时 球 心 的 速度 为 零 ,但 球 仍 有 道 时 针 方 向 的 角速度 存在 ,于 是 vw. 改变 方向 ,从 原 


来 向 右 和 运动 变 为 向 左 滚 回去 ,(10) 和 (11) 两 式 失效 ,应 代 之 以 


3 3v 
“= 次 (ww 如) (19) 
Ur 一 ASEL . (20) 


再 经 过 时 刻 后 ,wv 二 Rw ,此 后 乒乓 球 以 等 速 继续 向 左 一 直 深 下 去 . 由 (19) 和 (20) 可 决定 六 
的 值 为 
t= (2 Reo, — 3u0). (21) 
Lg 
此 时 球 心 的 速度 为 
ve = pet = (2Reo -3v0). (22) 
经 过 的 总 时 间 为 


+ v9 1 
t > 十 上 三 zp 十 Sug (2 Re 一 3v0) 


2 
= Sp + 2w0) = ti +t, (23) 
总 结 以 上 三 种 情况 ,可 以 得 到 一 个 统一 的 表达 式 ; 乒 乓 球 从 抛 出 时 刻 起 ,经 过 时 间 1 = 


gm + Rwo ) 后 ,将 以 等 速 vr = (3 -2Rw,) 作 惯性 运动 . 


现在 我 们 附带 讲 一 下 滚动 摩擦 的 问题 . 上 面 我 们 所 讨论 的 问题 ,都 把 实际 
物体 (轮子 .斜面 等 ) 看 成 是 刚体 ,两 个 刚体 相互 接触 时 不 会 发 生 形变 . 实际 上 两 
个 被 看 成 是 刚体 的 物体 在 互相 接触 时 ,多 少 要 发 生 形 变 . 以 轮子 在 水 平 直 线 轨 
道上 的 滚动 为 例 , 为 简单 起 见 , 设 轮子 发 生 了 一 些 形变 ,而 轨道 不 发 生 形变 ,如 图 
4.22 所 示 . 图 4.23 是 相应 的 理想 刚体 的 情况 . 轮子 受到 水 平方 向 主动 力 下 的 
作用 , 力 的 作用 点 与 轨道 的 距离 为 h. 将 轨道 对 轮子 的 作用 力 分 解 为 法 向 力 F、 
和 切 向 力 F, 两 个 分 量 ,F; 就 是 摩擦 力 , 下、 为 轮子 的 重量 mpg. 在 两 种 情况 下 法 
问 力 F、 的 作用 点 有 所 不 同 . 在 图 4.23 的 情况 ,FF、 通过 轮 心 O ,在 图 4.22 的 
情况 下 , 当 存 在 主动 力 下 时 ,F 将 偏离 一 个 水 平 距 离 / ,从 图 中 可 以 看 出 ,要 使 
轮子 从 静止 状态 开始 滚动 ,必须 Fh 之 Fi , 即 要 求 


F > LF = AF、 


我 们 称 = 广 为 滚 动 摩擦 因数 . 而 轮子 发 生 滑动 时 必须 具备 的 条 件 为 


F 之 4Fy. 
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/ 为 动 摩擦 因数 或 静摩擦 因数 , 实验 表明 约 比 py 小 一 个 数量 级 ,这 就 是 为 什 
么 以 滚动 代替 滑动 可 以 省 力 的 原因 . 需要 特别 注意 的 是 ,理想 刚体 只 深 不 滑 时 ， 
所 受到 的 摩擦 力 是 静摩擦 力 ,不 要 和 这 里 所 说 的 滚动 摩擦 混淆 起 来 . 


| > 


图 4.22 图 4.23 


$4.6 ”转动 惯量 张 量 欧 拉动 力学 方程 


讨论 刚体 定点 转动 的 动力 学 问题 ,首先 要 建立 相应 的 动力 学 方程 . 取 3 个 欧 
拉 角 为 定点 转动 的 广义 坐标 . 根据 $4.4 的 讨论 ,只 要 将 刚体 的 角 动 量 L 和 动能 


aL 
T 用 欧 拉 角 及 其 对 时 间 的 徽 商 来 表示 , 代 人 qz = M( 力 短 ) 或 而 55 -5 天 一 0( 此 


式 中 革 为 拉 格 朗 日 晒 数 ,不 是 角 动 量 . ), 即 可 求 得 定点 转动 的 动力 学 方程 . 角 动 
量 LL 和 动能 荆 的 表示 式 (4.6) 和 (4.8) 都 是 矢量 形式 ,为 了 把 它们 写成 欧 拉 角 的 消 
数 , 我 们 要 把 (4.6) 式 写成 标量 形式 ,这 就 要 选 定 一 个 具体 的 坐标 系 . 我 们 曾 引 进 
了 两 个 坐标 系 : 固 定 在 空间 的 Ox。 wz 系 和 固定 在 刚体 上 的 Cryz 系 . 对 于 定点 
转动 ,这 两 个 坐标 系 的 原点 可 选取 在 同一 点 O. 考虑 到 写 出 L 和 T 丁 的 目的 是 为 
了 代入 角 动 量 定理 或 拉 格 朗 日 方程 ,两 者 都 需要 对 时 间 1 微 商 ,， 如果 采用 
Oxoyoxo 系 , 则 (4.5) 式 中 的 7 的 三 个 分 量 x, 、y, 和 xz, 都 是 随时 间 变 化 的 ,这 种 
变化 规律 是 未 知 的 ,它们 正 是 我 们 需要 通过 解 动力 学 方程 来 寻求 的 东西 . 如 果 
采用 Oxyz 系 ,由 于 它 是 固定 在 刚体 上 的 ,因此 r, 是 一 个 常 模 矢量 , 它 对 时 间 的 
微 商 就 是 第 i 个 质点 的 速度 ， 


式 中 w 就 是 刚体 的 角速度 ,可 用 欧 拉 角 表示 . 所 以 应 该 采用 这 个 坐标 系 . 下 面 
我 们 就 将 (4.6) 式 在 Oryz 系 展 开 , 写 成 分 量 形式 : 
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L = Dm lo,(y’ 十 z， ) Ai wxizi | 十 


[— wyir; + w(xi + Ti) 一 osyizi]7 + 

[- we 一 wziy; + we (ri + yi) Kk!. (6.1) 
上 式 求 和 号 下 的 w, 、w, 和 ww 与 求 和 指标 i 无关, 因此 可 以 移 到 求 和 号 的 外 面 来 . 
如 果 引 用 符号 (为 书写 简化 起 见 , 略 去 求 和 指标 ; ) : 


I = Om(y +2’), 
[= mry, 
1 = mrz, 
1 = nyr, 
Je (6.2) 


Ly = 2 myz, 
[y= mzy, 


ly= Om(zr: + y), 


则 《6.1) 可 写成 


L. 一 Tow, 和 Tw, Taw,,， 
L, 一 一 Tw, + Tw, 和 123 w。 ， (6.3) 
L, =— Tw, 一 132 w, + 33 w,. 


如 果 将 TY 改 用 >， ~ 人 2 、X; 表 示 ;, 则 (6.2) 中 的 9 个 式 子 可 统一 表示 为 


Lh = ml(zi + x + xr3) 6 +《 一 1) wrixr, ], 


(kl=1,2,3). (6.4) 
式 中 
1, k=1, 
du = 入 El. (6.5) 


(6.3) 式 还 可 以 写成 矩阵 的 形式 


L, Ll — 1 加 了 3 WwW 
L, = |— 1 1 一 了 3 WW |. (6.6) 
L. — J 一 732 了 33 OW 


矩阵 了 有 9 个 元 素 ,(6.4) 就 是 它 的 矩阵 元 的 一 般 表示 式 . 由 I = 1 , 知 了 是 一 
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个 对 称 和 矩阵 ,因此 独立 的 元 素 只 有 6 个 ,其 中 对 角 元 素 Li、12,、13; 分 别 是 刚体 绕 
x 轴 ,y 轴 ,z 轴 的 转动 惯量 ,元素 1 1 、T， 称 为 惯量 积 , 工 称 为 惯量 矩阵 或 惯 
量 张 量 . 

从 上 面 的 讨论 中 我 们 看 到 ,刚体 定点 转动 时 角 动 量 工 和 角速度 @ 的 关系 ， 
一 般 情况 下 是 比较 复杂 的 . 是 否 有 可 能 把 L 和 w 的 这 种 关系 化 得 更 简单 一 些 
呢 ? 下面 我 们 来 分 析 这 个 问题 . 

从 (6.2) 中 我 们 看 到 , 玉 的 6 个 独立 分 量 中 ,三 个 对 角 分 量 1 、1 和 了 工 ; 是 
对 坐标 的 平方 求 和 ,因此 是 恒 正 的 ,但 是 三 个 非 对 角 的 分 量 

T= Omrr (Ak) 
则 可 正 可 负 ,也 可 能 为 零 . 例如 ;对 于 半径 为 7, 高 为 有 的 均匀 圆柱 体 ,如 取 对 称 
轴 为 z 轴 , 则 I = 1 了 = 1 了 =0. 但 如 果 不 是 取 对 称 轴 为 一 个 坐标 轴 , 则 上 述 三 
个 惯量 积 将 不 为 零 ( 计 算 从 略 ). 因此 可 以 通过 适当 选取 坐标 轴 的 方向 ,使 惯量 
张 量 中 的 三 个 惯量 积 都 为 零 , 从 而 使 惯量 和 矩阵 是 一 个 对 角 和 矩阵 ,于 是 工 和 @w 
的 关系 将 大 大 简化 ,定点 转动 的 动力 学 方程 也 就 简单 得 多 了 . 

能 使 惯量 张 量 的 三 个 惯量 积 都 为 零 的 坐标 轴 称 为 刚体 的 主轴 ,或 惯量 主轴 . 
寻求 惯量 主轴 的 一 般 方 法 我 们 将 在 以 后 再 作 讨 论 . 实用 上 可 简单 地 利用 刚体 的 
对 称 性 来 确定 惯量 主轴 ,如 图 4.24 所 示 , 设 x 轴 是 刚体 的 对 称 轴 , 那 么 对 于 此 
刚体 上 的 任 一 个 质点 M(x,y,z), 必 有 男 一 个 质点 M' (xz, 一 y, 一 z) 与 之 对 应 ， 
因此 

mry=0, 

>.mzrz =0, 
即 zx 轴 是 惯量 主轴 ,所 以 均匀 刚体 的 对 称 
轴 必 为 惯量 主轴 . 同 理 ,如 果 刚 体 有 对 称 面 
Oxy 平面 , 则 对 于 任 一 点 M(xz,y,z), 必 
有 另 一 点 M (x,y, 一 之 ) 与 之 相对 应 ,因此 

mzr =0,>mzy=0, 

即 = 轴 为 惯量 主轴 , 它 是 和 对 称 面 Oxy 平 
面 垂直 的 . 所 以 垂直 于 均匀 刚体 对 称 面 的 
轴线 也 一 定 是 惯量 主轴 . 

利用 对 称 性 寻找 惯量 主轴 ,对 于 规则 的 均匀 刚体 是 极为 方便 的 ,$4.5 中 所 
给 出 的 转动 惯量 都 是 针对 惯量 主轴 给 出 的 . 但 对 于 非 对 称 性 刚体 ,或 昌 有 几何 
对 称 性 ,但 质量 分 布 不 均 义 的 刚体 , 则 无 法 通过 对 称 性 的 办 法 来 确定 惯量 主轴 ， 
但 惯量 主轴 还 是 存在 的 ,这 时 必须 用 一 般 的 方法 来 寻找 . 


图 4.24 
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以 质心 为 坐标 原点 的 惯量 主轴 称 为 中 心 惯量 主轴 . 可 以 证 明 在 中 心 惯量 主 
轴 延 线 上 取 平 行 坐标 系 ,新 的 坐标 系 仍 是 惯量 主轴 . 证 明 如 下 : 

如 图 4.25 所 示 , 设 C 为 刚体 质心 , Crvz 的 三 个 坐标 轴 为 刚体 三 个 惯量 主 
轴 . 根据 惯量 主轴 的 定义 ,有 - 

mry=0, Dmrz=0, Tmye=0. 

现在 取 一 个 新 的 坐标 系 Or y > ,坐标 原点 在 
Cryz 系 的 z 轴 延 线 上 ,CO=a,xz 和 ww 轴 和 原来 的 
坐标 轴 平 行 , 这 两 个 坐标 系 之 间 的 关系 为 ; 


rr = TT，, 
VY 一 y， 
zx 二 之 十 a. 


下 面 我 们 在 新 的 坐标 系 中 计算 刚体 的 三 个 惯量 
只 . 利用 上 面 的 关系 式 得 


> = mry=0, 


mr = omr(zta)=admr=ar. m=0, 
my = omy(zta)=ad my= ay. bm=0. 
这 就 证 明了 三 个 新 的 坐标 轴 x 、y 、zx 仍 是 惯量 主轴 . 
从 这 个 例子 可 以 看 到 ,如 果 原 来 的 三 个 惯量 主轴 是 刚体 的 三 个 对 称 轴 , 经 过 
述 平移 后 ,x 和 yy 轴 一 般 不 再 是 刚体 的 对 称 轴 ,但 它们 仍然 是 惯量 主轴 . 因此 
刚体 的 对 称 轴 一 定 是 惯量 主轴 ,但 惯量 主轴 不 一 定 是 对 称 轴 ,即使 对 于 均匀 的 有 
规则 的 刚体 也 是 如 此 . 
作 了 上 面 这 些 讨论 后 ,以 后 恒 认 为 我 们 所 选取 的 固定 在 刚体 上 的 三 个 坐标 
轴 是 惯量 主轴 . 从 而 可 将 刚体 的 角 动 量 工 简单 地 表示 为 


L I 0 0 fw, 
L,I=|0 1 0! vw, (6.7) 
Ly lo 0 1 lo. 
或 
L= Toitlwj+ Twok, (6.8) 
而 刚体 的 动能 人 可 表示 为 
= (6.9) 


为 书写 简单 起 见 ,我 们 已 将 前 面 的 Di 、Ta Ta 分别 用 1 、1;、1; 来 表示 了 . 
将 (6.8) 代 入 SF = M ,并 考虑 到 
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= xi= wj- wk, 


-wxj= wk- wi, 


Kk ， . 
dr OXKkK= wi wi, 


得 
lw,— (1 — ww = M.,, 
lw, - (1 - T)w.w, = M,, (6.10) 
Dw - (I -Ti)ww, = M.. 
上 式 称 为 欧 拉动 力学 方程 ,将 它 和 欧 拉 运动 学 方程 (2.8) 联 立 起 来 ,从 中 消去 
ww,、w,、w. ,就 可 得 到 3 个 对 欧 拉 角 pg 、6、y 为 二 阶 的 非 线 性 常 微分 方程 ,它们 就 
是 刚体 定点 转动 动力 学 方程 的 具体 形式 . 


“$4.7 惯量 椭 球 


在 上 面 两 节 中 ,我 们 就 平面 平行 运动 和 定点 转动 两 种 不 同情 况 ,讨论 了 刚体 
转动 时 角 动 量 和 动能 的 积分 中 工 = 这 jm [r;@ ~ (w@ .ri)r;] 的 表示 式 . 在 平 


面 平 行 运动 中 ,转动 惯量 [是 一 个 标量 ,而 在 刚体 定点 转动 中 ,转动 惯量 是 一 个 
张 量 . 从 刚体 转动 的 性 质 来 说 , 定 轴 转 动 是 定点 转动 的 一 种 特殊 情况 . 因此 ,如 
果 已 知 刚体 绕 一 定点 的 转动 惯量 张 量 六 ,那么 刚体 绕 过 此 定点 的 任意 一 个 方向 
e 的 定 轴 的 转动 惯量 工 ,一 定 可 由 I 和 e 得 出 .下面 我 们 就 来 导出 这 个 关系 式 . 
如 图 4.26 所 示 , 设 Ozryz 为 固定 在 刚体 上 的 一 个 坐标 系 ,e 为 过 点 〇 的 任 
意 一 个 转动 轴 的 单位 矢量 , 它 的 方向 余弦 为 a、 
BY, 
e=ait+B+ yk. (7.1) 
M(x,y,z) 为 刚体 中 的 任意 一 点 , 它 的 位 置 矢 
量 为 
r= ritvyt zk. (7.2) 
AM 点 到 转动 轴 的 垂直 距离 R 为 
R=rsinG= rvV1-cos 0, (7.3) 
式 中 0 为 + 与 e 的 夹 角 , 它 可 由 下 式 决 定 图 4.26 


r'e= rcos0= ar+pByt+ Yz, 
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即 
cos 0 = Ce (7.4) 


根据 定义 ,刚体 绕 e 方向 作 定 轴 转 动 时 , 它 的 转动 惯量 为 也 = mR .将 
(7.3) 和 (7.4) 代 入 ,得 
LL=o mr +y tx)- (a xr +By +y e+ 
2aBry + 2ayrz + 2BYyz ) |]. 
利用 a” + B + y=1 和 转动 惯量 张 量 的 定义 {6.2), 上 式 可 表示 为 


1 = Ta 十 IB + 了 3 a + 211aB 十 273a7 十 21,3BY. (7.5) 
如 果 我 们 所 取 的 坐标 正好 是 惯量 主轴 , 则 三 个 惯量 积 为 零 . 上 式 就 简化 为 
LL= Ta +1»2p + Ly’, (7.6) 


这 就 是 我 们 所 要 给 出 的 关系 式 . 它 表 明 ,对 于 一 个 确定 的 刚体 ,只 要 定点 转动 惯 
量 张 量 已 知 , 即 可 方便 地 求 出 绕 过 此 点 的 任意 方向 的 轴 的 转动 惯量 . 

下 面 我 们 来 引信 惯量 椭 球 的 概念 . 这 一 概念 在 物理 上 有 广泛 的 应 用 ,不 仅 
对 转动 惯量 适用 ,而 且 对 物理 上 其 他 类 似 的 张 量 也 适用 , 它 可 使 得 抽象 的 物理 量 
变 得 形象 具体 . 


根据 图 4.26 和 (7.5) 式 ,如 果 在 转动 轴 e 方向 上 取 一 线段 ov= 斑 ， 则 N 


点 的 坐标 为 
a 7 
六 让 = 六 (7.7) 
用 I 除 (7.5) 式 两 端 ,并 将 上 式 代 入 得 
lyr + yy + Tz +2lry +21rz +2Iyyz = 1. (7.8) 
这 是 一 个 以 O 点 为 原点 的 椭 球 方程 ,这 个 椭 球 
称 为 惯量 椭 球 . 惯量 椭 球 有 简单 的 几何 意义 :从 
坐标 原点 O 沿 任意 方向 作 一 轴线 e, 它 和 椭 球 表 
面 的 交点 为 N, 则 ON 即 为 此 刚体 绕 e 方向 的 
轴 作 定 轴 转动 时 的 转动 惯量 1, 的 平方 根 的 倒 
数 . 
从 解析 几何 中 我 们 知道 ,每 一 个 椭 球 都 有 三 
个 互相 垂直 的 主轴 ,如 果 取 这 三 个 主轴 为 新 的 坐 
标 系 Oz yz 的 坐标 轴 , 则 椭 球 方程 (7.8) 将 变 为 


2 /2 2 
一 + 之 + 一 1. (7.9) 
a b [ey 


4.27 
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将 它 和 (7.8) 式 比较 ,可 知 在 新 的 坐标 系 中 ,此 刚体 的 惯量 张 量 的 三 个 惯量 积 都 
中 鹤 , 因 此 新 旦 标 轴 站 是 惯 全 主轴 ， 将 梯 球 方程 (7.8) 化 为 标准 形式 (7.9) 后 就 
可 以 找到 主轴 方向 , 因 此 刚体 的 惯量 主轴 是 一 定 可 以 找到 的 . 


$4.8 刚体 的 自由 转动 


刚体 的 自由 转动 是 指 外 力矩 为 零 的 运动 ,如 分 子 的 转动 ,地 球 的 自转 等 , 相 
应 的 刚体 常 称 为 欧 拉 陀 螺 . 
刚体 自由 转动 时 外 力矩 为 零 ,因此 角 动 量 守恒 , 角 动 量 平方 也 守恒 , 即 


[= 站 oo = 常数 . (8.1) 
同时 它 的 能 量 也 守恒 
E= (io + Dw 二 Jw:) = 常数， (8.2) 
由 上 面 两 式 可 解 得 
L* -2E1,— 1,(1; = 1,)o’ . 
有 | 1 — 1) ee 
(8.3) 
/LL -2El -Ll;-T)o: 
oy I (1 — 1) = fw.). 
将 (8.3) 代 人 欧 拉动 力学 方程 中 的 第 三 个 方程 ,得 
lw. (I 一 Tfi(w.)f,(w.) = 0. 
由 此 可 得 
dw. IT-1,. 
dr fi (wm,) fw.). (8.4) 


由 (8.4) 式 可 解 得 w. 为 1 的 函数 ,再 代 人 欧 拉 运 动 学 方程 ,得 到 三 个 关于 欧 拉 角 
Pp、0.Y 的 一 阶 微分 方程 组 , 解 这 三 个 一 阶 方程 即 可 得 到 刚体 自由 转动 的 运动 情 
况 . 这 种 方法 运算 相当 复杂 ,而 且 很 难 从 结果 中 形象 地 看 出 刚体 的 转动 情况 . 

潘 索 (Poinsot) 曾 采用 一 种 几何 方法 来 讨论 刚体 的 自由 转动 . 取 刚 体 的 质心 
为 定点 DO, 取 O 点 的 惯量 主轴 为 Oxyz 系 的 三 个 坐标 轴 , 则 惯量 椭 球 的 方程 是 

lx +ly +lz =1. (8.5) 

如 上 面 所 述 , 刚 体 自由 转动 时 , 角 动 量 工 的 大 小 和 方向 是 固定 不 变 的 ,我 们 取 它 
为 Oz 轴 方 向 . 而 角速度 w 的 大 小 和 方向 一 般 情 况 下 是 不 断 改变 的 . 如 图 4.28 
所 示 . 在 具体 说 明 刚体 自由 转动 以 前 ,首先 证 明 图 4.28 中 的 两 个 几何 关系 : 

(1) & 在 L 方向 的 投影 w， 是 常数 : 
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2F 
Fo 十 Liw, 十 Tw ) 二 本 - 


(8.6) 
(2) 设 w 矢量 和 惯量 椭 球 的 交点 为 NN， 
ON 的 长 度 为 p, 则 


B 


Tron 一 Po 


所 以 N 点 的 坐标 为 


一 py 一 pz = pe. (8.7) 
由 于 N 点 在 惯量 椭 球 面 上 ,因此 (8.7) 式 所 给 的 坐标 满足 椭 球 方程 . 将 (8.7) 式 
代入 (8.5) 式 得 

Pp (1 oo 十 lw, + Tw:) = 1. 


再 将 (8.2) 代 入 上 式 即 得 


= 8.8 
a /5E (8.8) 


因此 ON 的 长 度 p 和 w 成 正比 . 

其 次 我 们 来 求 过 N 点 和 惯量 椭 球 相 切 
的 平面 的 方程 ， 如 图 4. 29 所 示 , 设 此 平面 
的 流动 坐标 为 zy 、z', Q 为 此 平面 上 的 


任意 一 点 : 2 


roo = rxit+yj+zk, 
而 


rov = Xi+y + zk. 图 4.29 
因此 

rng 一 7roe ~ rov 一 (x 一 +(y 一 YY)7+(z — z)Kk. 
ro 必 和 此 平面 的 法 线 e, 垂 直 . 由 于 此 平面 是 惯量 李 球 在 PP 点 的 切 平面 ,因此 它 
的 法 线 方 辐 就 是 (8.5) 式 的 椭 球 方程 p(x 、y、z) 的 法 线 方向 . 椭 球 的 法 线 方向 
可 以 用 Yep(zr 、y、z) 来 表示 : 

Vo= Txrit 1,y + ,zk, 
于 是 由 rwo*'e, 二 0 得 
lix(x -x)+tly(ly -y)+lz(z 一 <)= 0， 


或 
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Tixr + lyy +TTizr = 1. (8.9) 
将 (8.7) 代 入 上 式 ,并 利用 (8.8) 式 消去 万 , 则 (8.9) 式 可 改写 为 


Tw, 2 Tw, 和 了 ;四 。 EP _ v2 一 0 ， (8.10) 


Yt L 
这 就 是 惯量 椭 球 在 N 点 的 切 平面 方程 ,其 中 
L= Vw + Iiw + [iw. 
由 解析 几何 知道 ,一 法 线 的 方向 余弦 为 a、8、Y, 与 坐标 原点 的 距离 为 6 的 
平面 的 平面 方程 为 ;: 


ar +hBy +yr -=0. 
将 (8.10) 式 与 它 相 比 , 可 知 所 求 的 切 平面 方程 的 方向 余弦 为 


Tw, Tw, 
x = ee- ,8 一 2 


加 Tw. 


L'il 
显然 这 就 是 角 动 量 工 的 方向 余弦 ,是 不 随 刚 体 的 运动 而 改变 的 . 切 平面 距 定点 
oO 的 距离 


_ V2E 
8 = ~ 


也 是 不 变 的 . 因此 惯量 椭 球 在 N 点 的 切 平面 是 一 个 不 变 的 平面 . 

现在 我 们 可 以 形象 地 对 刚体 的 自由 转动 作出 描述 了 . 如 图 4.30 所 示 , 首 先 
作 刚 体 的 中 心 惯量 椭 球 ,然后 过 质心 O 作 角 动量 
矢量 工 , 并 在 此 方向 上 取 一 点 0“, 令 
V2E 

全 

过 O“ 点 作 一 和 工 垂直 的 平面 x, 这 个 平面 就 是 上 
面 所 述 的 不 变 平 面 , 它 必 与 中 心 惯量 椭 球 相 切 于 
N 点 ,row 的 方向 即 为 角速度 @ 的 方向 , 亦 即 瞬时 
转轴 的 方向 . 刚体 运动 时 , N 点 位 置 将 不 断 改 变 ， 
但 由 于 N 点 在 瞬时 转轴 上 , 它 的 瞬时 速度 必 为 零 ， 图 4.30 

因此 中 心 惯量 椭 球 只 能 在 不 变 平面 x 上 作 纯 滚动 . 由 于 惯量 主轴 是 固定 在 刚体 
上 的 ,因此 惯量 椭 球 的 运动 就 是 刚体 的 运动 .这 就 十 分 形象 地 给 出 了 刚体 自由 
转动 的 情况 :中 心 惯量 椭 球 在 不 变 平面 上 作 纯 滚动 . 

不 论 用 欧 拉 的 分 析 方法 ,还 是 用 潘 索 的 几何 方法 ,最 后 求 得 刚体 自由 转动 的 
解 都 是 十 分 复杂 的 . 但 如 果 刚 体 具有 对 称 性 ,1 = 厂 , 即 为 对 称 的 欧 拉 陀螺 , 则 
计算 就 会 大 为 简便 . 假定 地 球 是 一 个 扁平 的 均匀 球体 ,不 考虑 太阳 和 月 亮 对 地 
球 的 引力 , 则 地 球 就 是 一 个 对 称 的 欧 拉 陀 螺 . 


OO = = 
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由 网 拉动 力学 方程 (6.10), 对 称 欧 拉 陀 螺 的 运动 方程 为 
[fe (D7 Dow. = 0 


Do — (1; T)w.w, = 0, (8.11) 
[ii 0 
由 上 面 的 第 3 个 方程 得 
w。 = 常数 . (8.12) 


上 式 表 明 ,对 称 欧 拉 陀 螺 的 角速度 在 对 称 轴 上 的 投影 是 常数 . 将 (8.12) 代 人 
(8.11) 中 的 前 两 式 , 得 


: 1; 一 万 
一 L WW = Nw,, 
(8.13) 
六 -了 
一 1 WW 二 NOW,, 
式 中 
7 一 to (8.14) 
也 是 常数 . 由 (8.13) 可 得 
由 这 两 个 方程 可 解 得 
jo = wocos(nt + €), (gs) 
[w, = wosin(nt + €), . 
式 中 w。 和 e 是 两 个 积分 常数 . 由 (8.12) 和 (8.15) 得 地 球 角 速度 的 大 小 为 
“Yi + w= 常数 (8.16) 


但 它 的 方向 则 绕 着 对 称 轴 Oz 以 等 角速度 nn 作 转 
动 . 所 以 w 矢量 的 运动 轨道 为 一 圆锥 面 , Oz 为 此 
圆锥 面 的 轴线 ,如 图 4.31 所 示 . 
上 面 所 讨论 的 是 w 在 固定 在 刚体 的 Oxyz 系 
中 的 运动 情况 ,现在 转 到 固定 在 空间 的 Ox, yo zs 
系 中 来 讨论 ,以 便 找 出 三 个 欧 拉 角 的 运动 规律 . 首 
先 要 选 定 Oruyo xu 系 的 方向 . 因为 本 题 力 矩 M = 
0, 因 此 工 = 常 矢量 ,所 以 我 们 可 取 工 的 方向 为 
Oz。 轴 的 方向 , 即 令 
L = Le; = Ll(sin Osin Yi + sin Geos yj + cos Ok). 
(8.17) 
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但 由 (8.12) 和 (8.15) 式 ,LL 又 可 表示 为 
L = Twocos(nt + ei + Twosin(nt + e)j + Twk. 


将 它 和 (8.17) 式 比较 ,可 得 


Lsin gsin yg = Twucos(nt + e), 


Lsin Ocos $y = Twosin(nt + €), (8.18) 
Leos0 = Tw.. 
由 上 面 的 第 三 式 得 
了 cu。 
cos 8 = = 常数 = cos 0,. (8.19) 


此 式 表明 对 称 欧 拉 陀螺 在 转动 过 程 中 6 为 常数 ,没有 章 动 ,只 有 自转 和 进 动 , 称 
为 规则 进 动 . 
将 (8.19) 代 入 (8.18) 的 第 一 式 得 
Lsin Oosing = Twocos(nt + €). 
要 使 此 式 恒 成 立 , 必 须 
Lsin0 = [Two,sinyg = cos(nt + e). 


由 此 可 得 


于 是 

b= (8.20) 
将 (8.12)、(8.19) 和 (8.20) 代 入 第 三 个 欧 拉 运动 学 方 
程 得 图 4.32 

op = (w. + ?Jsec (8.21) 
(8.19)、(8.20) 和 (8.21) 给 出 了 三 个 欧 拉 角 的 运动 情况 ,它们 的 几何 关系 如 图 
4.32 所 示 . 


3 4.9 拉 格 朗 日 陀螺 


拉 格 朗 日 陀螺 指 的 是 刚体 绕 定点 O 转动 时 ,其 惯量 椭 球 是 一 旋转 椭 球 ,了 
= 了 ,重心 C 在 对 称 轴 Oz 上 . 小 孩 玩 的 陀螺 就 是 一 种 拉 格 朗 日 陀螺 ,其 运动 情 
况 大 家 是 比较 熟悉 的 . 

我 们 直接 用 拉 格 朗 日 方程 来 讨论 这 个 问题 如 图 4.33 所 示 , 设 陀螺 的 质量 
为 m ,质心 C 离 定点 O 的 距离 为 1, 则 陀螺 的 势能 为 
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V = mglcosb, 
陀螺 的 动能 为 


了 ， I 
T= Fw, 十 ow” ) 十 7 0: 
i 


。 。 了 。 。 
= 情 (0* 十 Oo sin 0)+ FY + pcos 9). 


因此 陀螺 的 拉 格 斋 日 函数 为 : 


I » sy 
L = (0 + op sin 0)+ 


I, . . ; 
(9 + 9pcos 0) — mglcos 6. 


图 4.33 
L 中 不 显 含 g 和 y,yg 和 y 是 循环 坐标 ,因此 得 到 两 个 守恒 量 

aL 。 。 
P,= 一 = (Tsin 0 + Lycos 0)o+ cos OY 

99 (9.1) 

= 常数 = 

oaL 。 。 

0 (9.2) 


忆 和 PP, 分 别 为 陀螺 的 角 动 量 工 在 进 动 方 向 e; 和 自转 方向 k 上 的 分 量 . 由 于 
Li = 13w ;因此 由 (9.2) 式 可 知 w. 也 是 守恒 的 . 此 外 ,陀螺 的 能 量 也 守恒 ; 


守 ( 人 + ”sin 0)+ 于 + mglicos9 二 玉 = 常数 . {9.3) 
(9.1)、(9.2) 和 (9.3) 就 是 拉 格 朗 日 陀螺 的 三 个 动力 学 方程 . 由 (9.1) 和 

(9.2) 可 得 
L, — Lcost 


人 lisin 0 (9.4) 

. L, LL. ~ Licosd 
yw = 到 Tn 3 cos 9. (9.5) 

将 它们 代入 (9.3) 中 得 
_ 2 2 
EF= 2 + Ca 二 十 让 + meglcos 0 . (9.6) 
(L, - Lcos 0) 

Vn(0) = 7 mo ~ mgi{(l — cos 0), (9.7) 
E’ = E- 节 一 mgl (9.8) 


则 (9.6) 式 可 改写 为 
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子 他 + Va(0)= EE. (9.9) 


由 (9.9) 式 可 得 
d6 


t = 
| EE - VOD) 


将 (9.10) 代 入 (9.4) 和 (9.5) 可 将 op 和 vy 表示 为 8 的 积分 . 

下 面 我 们 来 讨论 在 陀螺 的 运动 过 程 中 9 的 变化 范围 . 由 (9.9) 式 可 知 E' 达 
Vn(0) ,等 号 仅 当 6=0 时 , 即 6 取 极 大 值 或 极 小 值 时 成 立 . 因此 9 的 极 大 值 和 
极 小 值 虫 条 件 


(9.10) 


E = Ya(9) (9.11) 
决定 . 由 {9.7) 式 可 知 , 当 0=0 或 0 二 x 时， VC9) 都 趋向 十 co ,而 当 cos 8 = 
L/L 时 ,Vo<0. 因此 Vn 随 9 变化 的 图 形 大 致 如 图 4.34 所 示 , 它 和 巨 = 常数 


的 直线 有 两 个 交点 9, 和 0 ,这 两 个 角度 决定 了 yO0) 
陀螺 的 x 轴 对 铅 直 方向 偏转 的 章 动 角 的 界限 . 
0 和 0, 的 具体 数值 可 由 (9.11) 式 决定 . 
由 (9.4) 可 知 当 章 动 角 686 从 9 变 到 0， 
时 , 进 动 角速度 op 是 否 改 变 符号 ,此 时 要 看 
L, Licos 6 在 这 个 范围 内 是 否 改变 符号 而 FE’ 
定 . 如 果 L,, 一 Licos 9 在 区 间 (9, ,6,) 内 不 改 
变 符号 , 则 g 在 运动 过 程 中 不 变 号 ,陀螺 的 轴 图 4.34 
绕 铝 直 方向 单调 地 进 动 ,同时 出 现 章 动 ,如 图 
4.35(a) 所 示 . 如 果 L, - Lecos 9 在 区 间 (0, ,92:) 内 要 变 号 , 则 在 两 个 界面 上 的 


(a) (Cb) (c) 
图 4.35 


134 第 四 章 刚 体 


进 动 角速度 2 的 方向 相反 ,所 以 陀螺 的 轴 一 方面 绕 铅 直方 向 旋转 ， 同时 描画 出 
许多 圆圈 ,如 图 4.35(b) 所 示 . 最 后 ,如 果 9, 和 9, 的 值 中 有 一 个 与 L。，- 
Licos 9 的 零点 重合 , 则 在 相应 的 界面 上 wp 和 6 同时 等 于 零 ,于 是 陀螺 的 轴 描 画 
出 像 图 4.35(c) 那 样 的 轨迹 . 
研究 陀螺 运动 的 中 心 问题 是 解 欧 拉动 力学 方程 . 这 个 问题 在 18 一 19 世纪 
曾 引 起 许多 力学 家 和 数学 家 的 兴趣 ,做 了 大 量 的 工作 . 欧 拉动 力学 方程 是 三 个 
变量 的 二 阶 非 线性 常 微 分 方程 组 ,在 任意 的 初始 条 件 下 一 般 很 难 求解 . 除了 本 
节 和 上 节 所 讨论 的 拉 格 朗 日 陀螺 和 欧 拉 陀螺 外 , 另 一 种 可 获得 解析 形式 解 的 情 
pi B. KosaxeBckan ,1850 - 1891) 陀 螺 . 这 种 陀螺 的 条 件 是 
1 二 1 二 21; ,其 质心 在 惯量 椭 球 的 赤道 平面 内 . 这 个 条 件 非常 苛刻 ,很 少 有 实 
应 用 的 价值 ,我们 就 不 作 讨论 了 
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快速 陀螺 也 称 回转 仪 ,是 指 具 有 极 高 自转 角速度 的 对 称 陀螺 . 它 的 基本 特 
点 是 :在 初始 条 件 6 和? 为 零 的 情形 下 , 受 外 力 抢 作用 后 所 产生 的 章 动 和 进 动 
永远 很 小 . 上 面 两 节 我 们 已 经 讨论 了 对 称 陀 螺 的 一 般 求解 方法 ,但 要 得 到 定量 

结果 ,计算 是 很 复杂 的 , 本 节 我 们 将 利用 自转 角速度 很 大 的 性 质 , 给 出 在 实际 

应 用 中 有 足够 精确 度 的 章 动量 和 进 动 角 速度 的 近似 表示 式 . 

我 们 以 拉 格 朗 日 陀螺 为 例 . 设 :=0 时 ,陀螺 具有 初始 条 件 

y=w,p=0,6=0,0=0,. 
它 相 当 于 陀螺 的 对 称 轴 位 于 图 4.3$(c) 中 上 界 圆 的 情况 . 将 它们 代入 (9. 1)、 
(9.2) 和 (9.3) 式 得 
L. = Jwcos 0 ， 


L, 一 Tyw, (10.1) 


下 == 2 + mglcos 0. 
我 们 用 
r= cos 0 -cos 0， (10.2) 
来 表示 章 动 量 ,2, 是 图 4.35(c) 的 下 界 圆 所 对 应 的 章 动 角 . 为 此 我 们 需要 求 6， 
所 满足 的 方程 的 解 . 将 (10.1) 代 入 (9.11) 式 ,得 9, 所 满足 的 方程 为 
Dw” 


37 ral (os 0, — cos 0,) = 1 — cos 0,. (10.3) 
1 
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今 
-Be (10.4) 
2 一 27 77287” 
并 用 (10.2) 式 的 记号 ,我 们 可 将 (10.3) 式 改写 为 
xz +(ph-2cosb0)r-sn 0 = 0. (10.5) 


现在 我 们 作 近 似 . 设 陀螺 的 初 角速度 很 大 ,以 致 其 动能 远大 于 运动 过 程 中 

可 能 发 生 的 势能 的 最 大 变化 , 即 
1 
2 


并 假定 六 /五 不 是 一 个 小 量 . 在 这 种 情况 下 . 污 1, 于 是 (10.5) 式 中 的 2cos 9 相 
对 于 pp 可 以 忽略 、 由 此 得 (10.5) 的 近似 解 为 


| 
2 2 


根据 (10.2) 式 ,0<x<1, 所 以 上 式 中 的 方 根 应 取 正 号 ,由 此 得 
sin’ 0 


p 


lw 六 mel, 


二 


，_ 2 
-1= (1+ 25)]. 
Pp 


二 


或 
21,megl 
cos 0 — cos 0, = ee 
这 就 是 快速 拉 格 朗 日 陀螺 章 动 量 的 近似 表示 式 , 它 与 ”成 反比 ,和 sin? 90, 成 正 
比 . 小 孩 玩 的 陀螺 ,开始 时 角速度 w 很 大 ,对 称 轴 近 于 垂直 . 9, 很 小 ,所 以 几乎 
观察 不 到 章 动 现象 ;时 间 一 长 ,由 于 阻尼 ,角速度 变 慢 ,陀螺 上 下 摆动 明显 增加 ， 
章 动量 就 加 大 . 这 一 现象 就 是 (10.6) 式 的 一 个 直观 说 明 . 
现在 再 来 讨论 进 动 问题 . 将 (10.1) 代 人 (9.4) 式 得 
+ Twtcos 0, — cos0) 
Tsin 0 
因为 章 动量 很 少 ,因此 上 式 分 母 中 的 sin 9 可 近似 用 sin26 代替 ,分 子 中 的 
cos li 一 cos 9 可 近似 用 (cos 0 一 cos 0;)12 代替, 所 以 
2 lw(cos 0 ~ cos0) megl 
21sin 0, Tw 
它 表 明 进 动 角速度 和 w 成 反比 . 
(10.8) 式 也 可 以 完全 不 用 欧 拉 方 程 ,而 用 所 谓 的 回转 仪 的 初级 理论 得 出 . 
这 种 理论 假定 回转 仪 具 有 极 大 而 恒定 的 自转 角速度 ,以 致 在 任何 时 候 都 使 下 式 
近似 成 立 : 


sin 0.. (10.6) 


， (10.7) 


(10.8) 


oo-gpgtoOtryay = wk, (10.9) 
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式 中 w 是 常数 ,kk 的 方 回 是 可 变 的 . 由 (10.9) 式 可 得 

L = ,ok. (10.10) 
如 果 回 转 仪 不 受 外 力矩 的 作用 ,由 天 的 方向 不 变 . 现在 假定 回转 仪 受到 一 个 外 力 
矩 M 的 作用 . 此 力矩 是 力 下 作用 在 离 对 称 轴 上 O 点 为 ! 处 产生 的 ,下 = Fe ,因而 


M=rxF= /IFkx&e. (10.11) 
将 (10.10) 和 (10.11) 代 入 角 动 量 定理 
dL 
ar 
中 ,我 们 得 
P=- exk (10.12) 
我 们 知道 单位 矢量 对 时 间 的 导数 恒 可 表示 为 
和 三 四 Xk 


式 中 ww 为 上 的 角速度 ,因此 (10.12) 式 告诉 我 们 :回转 仪 在 外 力 所 产生 的 力 
盾 的 作用 下 ,转轴 的 方向 将 以 角速度 


人 90 -Two* - (10.13) 
转动 . 或 者 说 ,回转 仪 将 以 进 动 角速度 
p= 产 - (10.14) 


绕 外 力 F 反方 向 的 轴线 进 动 ， 当 外 力 下 为 重力 - mek 时 , (10.14) 式 就 是 
(10.8) 式 . 

根据 这 种 理论 ,回转 仪 在 外 力 第 的 作用 下 是 不 会 发 生 章 动 的 , 拉 格 朗 日 陀螺 
一 旦 释放 ,将 立即 开始 作 规 则 进 动 . 这 一 理论 的 前 提 和 结论 互相 有 逆 盾 ,很 难 使 
人 接受 . 但 根据 前 面 由 欧 拉 方程 近似 解 得 出 的 结论 , 则 不 会 有 矛盾 , (10.14) 式 
也 只 是 一 个 平均 值 . 

由 (10.14) 式 可 以 看 到 ,如 果 外 力作 用 的 时 间 为 At , 则 回转 仪 的 对 称 轴 将 转 
过 角度 


P = PAt = 六 At (10.15) 


回转 仪 Jw 的 值 一 般 都 很 大 ,在 外 界 于 扰 不 太 大 时 ,回转 仪 的 轴线 方向 可 保持 稳 
定 不 变 ,各 种 实际 的 回转 仪 ,大 都 是 利用 这 一 性 质 . 例如 对 于 一 个 质量 = 
5 kg, 关 于 对 称 轴 的 回转 半径 p=0.1m,w=6000 rmin 的 回转 仪 ,如 外 界 的 于 
扰 力 上 =9.8N,L=0.2m,Ar=0.1s, 则 由 (10.15) 可 算得 

¢ = 0.0062 = 0.6°, 
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这 个 角度 是 很 小 的 . 

下 面 我 们 举 一 些 快速 陀螺 应 用 的 实际 例子 : 

(1) 炮弹 的 旋转 

炮弹 从 炮 简 射出 后 ,将 受到 空气 阻力 的 作用 . 设 空气 阻力 的 合力 为 F,F 的 
方向 与 炮弹 质心 的 速度 方向 相反 ,但 一 般 并 不 作用 在 炮弹 的 质心 上 ,如 图 4.36 
所 示 . 若 炮弹 不 绕 对 称 轴 高 速 自转 , 则 FF 对 质心 C 
的 力矩 将 使 炮弹 绕 质心 C 转动 而 使 弹头 翻转 . 所 二 
以 一 般 炮 简 内 都 刻 有 螺旋 式 的 来 复线 ,使 炮弹 离 Vv 
开炮 简 后 绕 对 称 轴 高 速 自转 . 由 于 回转 效应 ,空气 
阻力 的 力矩 将 使 炮弹 的 轴线 绕 炮弹 前 进 的 方向 
(一 下 方向 ) 进 动 ,这 样 就 能 使 炮弹 的 对 称 轴 与 前 图 4.36 
进 方向 保持 不 大 的 偏离 ,使 炮弹 命中 目标 时 总 是 弹头 在 先 . 

(2) 回转 力气 

上 面 我 们 所 讨论 的 都 是 快速 陀螺 在 已 知 外 力 卸 作用 下 的 运动 问题 . 现在 讨 
论 它 的 道 问题 ,假定 快速 陀螺 的 运动 已 知 , 反 过 来 求 使 它 作 这 种 运动 所 需 的 外 
力 . 即 根据 (10.14) 式 ,由 ep 来 求 正 的 问题 . 这 有 重要 的 实际 意义 . 例如 喷气 式 
飞机 内 的 涡轮 轴 与 机 身 的 纵 轴 一 致 ,涡轮 的 转速 通常 达 每 分 钟 一 万 转 以 上 ,这 是 
一 个 快速 陀螺 . 如 果 飞 机 转弯 ,涡轮 轴 的 方向 被 迫 改变 ,就 相当 于 陀螺 有 了 进 
动 , 这 个 进 动 一 定 是 由 于 外 力矩 所 产生 的 . 设 涡 轮 的 转速 为 w, 在 水 平方 向 , 飞 
机 转弯 的 角速度 为 oo ,在 铅 直 方向 ,轴承 AB 间 的 距离 为 /, 则 由 (10.14) 式 ,可 
知 在 轴承 A 和 B 处 涡轮 受到 垂直 方向 的 力 下 为 
Toocon 

六 

如 果 转 弯 剧 烈 ,使 wu 值 较 大 ,下 的 值 会 比 静 压 力 大 几 个 数量 级 . 各 种 高 速 转动 
部 件 在 运动 时 都 会 产生 这 种 效应 ,机械 设计 时 必须 注意 使 轴承 有 足够 的 强度 . 

(3) 回转 罗盘 

回转 罗盘 仪 是 快速 陀螺 最 重要 的 应 用 . 这 种 称 为 电 罗 径 的 罗盘 仪 能 稳定 地 
追踪 方向 ,不 受 磁场 影响 ,其 精确 性 和 稳定 性 超过 磁性 罗盘 (指南 针 ) , 广 证 应 用 
在 各 类 导航 系统 中 . 

图 4.37 是 一 种 回转 罗盘 的 示意 结构 ,其 中 M 是 一 圆 盘 ,可 绕 自 身 的 几何 轴 
线 OO 自由 转动 ,转轴 架 在 内 支架 NN 上 ;内 支架 可 绕 轴线 O, O, 转动 ,转轴 架 
在 外 支架 PP 上 ;外 支架 又 可 绕 定 轴 O,O, 自由 转动 . 由 于 这 三 条 轴线 相交 于 
一 点 ,因此 圆 盘 M 上 与 之 对 应 的 点 M 就 在 空间 固定 不 动 , 贺 盘 绕 M 点 作 定点 
转动 . 我 们 结合 图 4. 38 来 讨论 其 运动 . 设 在 纬度 a 的 地 方 放 置 一 架 回 转 罗盘 ， 
令 它 的 外 支架 0,O, 沿 铅 直方 向 Oz , 它 的 对 称 轴 OO 位 于 水 平面 内 , 取 OO 轴 


F= 
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为 Or 轴 并 指向 北极 N,y 轴 垂 直 图 面向 上 , 即 由 东 指 西 . 坐标 系 Oryz 并 不 是 
静止 不 动 的 ,而 是 随同 地 球 一 起 以 角速度 wo 绕 SN 轴 转 动 . 令 圆 盘 以 高 速 w 绕 
对 称 轴 Ox 旋转 ,开始 时 轴线 通过 北极 N 指向 某 一 恒星 . 但 是 由 于 地 球 以 角 速 
度 wo 在 自转 ,因此 轴线 OO 将 偏离 北极 方向 . 要 使 轴线 OO 始终 指 着 北极 N， 
它 必 须 随同 地 球 一 起 以 角速度 wo 转动 ,每 障 24 小 时 转 出 一 个 顶 角 为 24 的 圆 
锥 . 这 就 是 说 , 圆 盘 必须 以 下 列 角 速度 


Cu "1 = 7.27x105s! 


0 34x60x605 


图 4.37 图 4.38 | 


绕 SN 方向 作 进 动 . 要 使 圆 盘 产 生 这 种 进 动 ,必须 沿 东 西方 向 ( 即 内 支架 轴 
OO 方向 ) 作 用 一 个 恒 力 矩 , 它 的 数值 由 


dL 
IM|= gr 


决定 . 这 个 力矩 可 这 样 来 产生 :在 回转 罗盘 内 环 

上 ,粘连 一 个 半圆 支架 nn ,上 面 放置 一 个 偏心 重 

量 P, 它 离开 OO 轴 的 距离 为 a, 同时 使 回转 

罗盘 的 对 称 轴 偏 离 水 平面 向 上 升 起 角度 B, ,如 

图 4.39 所 示 . 此 时 重量 已 将 对 OO, 轴 产 生 一 

个 力矩 Pasin B,. 仰角 Bo 的 数值 可 由 方程 
Pasin Bo = lwowsin(a ~ Bo) 


决定 ,由 此 得 出 


一 | ou x 工 | = wo Lsin a 


lwuwsin a 


tan B, = . 
bo Pa + loywceosa 


通常 将 罗盘 的 结构 设计 得 使 Iwow<< Pa ,此 时 分 母 中 的 第 二 项 可 以 忽略 ,从 而 
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Iwow 


Pa 
这 是 一 个 很 小 的 第 度 ,使 用 时 只 要 调整 好 这 个 角度 ,回转 罗盘 的 对 称 轴 即 可 追踪 
北极 不 变 , 从 而 可 代替 指南 针 作 为 罗盘 使 用 . 


tan Bo ST Bo 六 Sin ea . 


“$4.11 刚体 转动 的 稳定 性 


刚体 转动 的 稳定 性 是 讨论 在 什么 条 件 下 刚体 的 角速度 w 不 随时 间 变 化 . 
显然 ,只 有 外 力矩 为 零 时 才 有 可 能 , 即 只 有 欧 拉 陀螺 才 谈 得 上 转动 的 稳定 性 . 但 
从 $4.8 知道 ,任意 初始 条 件 下 的 欧 拉 陀螺 , 角 动 量 工 不 变 , 角 速度 w 的 方向 是 
随时 间 改 变 的 . 所 以 单 是 外 力矩 为 零 这 个 条 件 并 不 能 保证 转动 是 稳定 的 ， 

外 力矩 为 零 时 的 欧 拉 动力 学 方程 为 

Tw. 一 (了 一 1;) w,w.,, 

= (~ IT)w.w,, (11.1) 
lw, = (1 — 1,)w,w,. 
从 这 个 方程 可 以 看 到 ,如 果 开 始 时 转动 轴线 是 惯量 主轴 之 一 ,转动 可 以 稳定 不 
变 . 为 明确 起 见 ,假定 :=0 时 刚体 绕 Oz 轴 转 动 , 即 

上 罗 ~ ~ (11.2) 
将 上 式 代 人 (11.1) 得 

w, io = ol = wo. 1 =0. (11.3) 

由 (11.2) 和 (11.3) 即 可 得 

人 一 w,(1) 二 0， 


w, (1) 一 Wo, 
即 
四 = wok. (11.4) 
所 以 刚体 稳定 转动 的 必要 条 件 有 两 个 :外 力矩 必须 为 零 , 初 角速度 必须 沿 惯量 主 
轴 的 方向 . 


刚体 转动 稳定 性 要 讨论 的 第 二 个 问题 是 :在 满足 上 述 稳定 转动 的 条 件 下 ,如 

采 刚 体 受 到 小 的 冲 量 矩 的 干扰 ,使 转动 轴 稍微 偏离 原来 的 转动 轴 ( 惯 量 主 轴 ) ,这 
种 偏离 是 否 不 会 变 得 越 来 越 大 . 即 如 果 刚 体 受 干扰 力矩 作用 后 的 角速度 为 

四 一 wkt+ow (t), (11.5) 

wo (7) 的 三 个 分 量 能 否 在 任何 时 刻 均 比 we 小 很 多 . 只 有 这 一 点 有 保证 ,才能 称 
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这 种 转动 是 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 ,因为 小 的 干扰 总 是 不 可 避免 的 . 
wm (7) 在 任 一 时 刻 比 @v 小 很 多 的 条 件 如 果 满 足 , 则 ww .ww ,和 办 ` 相 对 于 mwn 
来 说 是 一 阶 小 量 ,它们 的 乘积 是 可 以 忽略 的 二 阶 小 量 . 在 这 种 条 件 下 ,将 (11.5) 
代入 (11.1) 得 
Tw = {1 = 1;)wow,, 


Lo = (1 - 1)ww., (11.6) 
| liw. = 0. 
从 (11.6) 中 的 第 三 个 方程 得 
ws. 二 和 常数 . (11.7) 
将 (11.6) 的 第 一 个 方程 对 上 求 微 商 ,再 将 第 二 个 方程 代入 得 
w+ kwiw. = 0， (11.8) 
式 中 
PE (11.9) 


LL 
如 果 &A>0, 则 (11.8) 的 解 为 
wo = Asin(VREwor + a)， (11.10) 
上 式 表明 ,只 要 冲 量 矩 于 扰 终 止 时 w' 的 值 比 w, 小 很 多 , 则 w' 在 以 后 的 时 刻 中 
也 可 以 保持 很 小 . 若 上 委 0, 则 通过 解 (11.8) 知 w“ 将 随时 间 指 数 增加 或 线性 增 
加 ,转动 稳定 性 被 破坏 . 
经 过 同样 的 讨论 可 得 w, 所 满足 的 方程 为 
wo: + kwiw, = 0， 
式 中 的 上 和 (11.9) 式 相同 ,因此 w 和 w“ 稳定 性 的 条 件 相 同 . 
综 上 所 述 ,如 果 王 扰 终 止 时 ww 和 ww“ 均 比 w。 小 得 多 , 则 当 &>0 时 , 即 
I;>1,1l,>L, (11.11) 
或 
六 < ,7< 7 (11.12) 
时 ,转动 是 稳定 的 ,否则 就 是 不 稳定 的 . (11.11) 对 应 于 原来 的 转动 轴 是 最 大 惯 
量 主轴 ,(11.12) 对 应 于 原来 的 转动 轴 是 最 小 惯量 主轴 . 换 句 话说 ,在 三 个 惯量 
主轴 均 不 相同 的 情况 下 , 绕 最 大 或 最 小 的 惯量 主轴 的 转动 是 稳定 的 ,而 绕 中 间 的 
惯量 主轴 的 转动 是 不 稳定 的 . 车 1, = I, 取 1;, 则 绕 x 轴 的 转动 是 稳定 的 , 绕 + 
轴 和 y 轴 都 是 不 稳定 的 . 
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4.12 刚体 定 轴 转 动 时 支点 上 的 动 反作用 力 


刚体 定 轴 转动 是 实际 问题 中 最 常见 的 一 类 运动 . 刚体 定 轴 转 动 的 动力 学 问 
题 主 要 研究 两 个 方面 :(1) 已 知 作用 在 刚体 上 的 
主动 力 , 求 刚体 的 运动 规律 ;(2) 求 轴 上 的 约束 反 
作用 力 . 前 一 个 问题 比较 简单 ,在 普通 物理 课程 
中 已 经 讨论 过 了 ,这 里 主要 讨论 后 一 个 问题 . 

我 们 可 以 把 刚体 的 定 轴 转 动 看 作 因 受 外 界 约 
束 而 有 两 点 A 和 8B 固定 不 动 的 运动 ,在 这 两 点 受 
到 约束 反作用 力 为 Fv 和 Fvs. 显然 AB 就 是 转 
动 轴 ,我 们 把 它 取 作为 z 轴 . 刚体 的 质心 为 C,C 
点 到 轴 的 距离 OC= 1, 有 利 0A =a,0B=6b, 取 OO 
点 为 坐标 原点 ,以 OC 方向 为 zx 轴 , 它 和 x。 轴 的 
夹 角 y 表示 刚体 绕 z 轴 转 动 的 角 位 移 . 设 有 个 
主动 力 F,(i=1,2,…,n) 作 用 在 刚体 上 ,FF, 的 作 图 4.40 
用 点 为 rr ,如 图 4.40 所 示 . 刚体 运动 的 动力 学 方程 由 质心 运动 定理 和 对 O 点 的 
角 动 量 定理 


7 
d re 


= 之 下 + Fxa + Fns, (12.1) 
dL 一 ~ 一 ~ 
了 = ri x F, + OA x Fva + OB x Fs (12.2) 
给 出 . 根据 (6.3) 式 ,刚体 定 轴 转 动 时 角 动 量 工 的 一 般 表示 式 应 为 
L =- Tg Lagj + Tk. (12.3) 


值得 注意 的 是 :刚体 定 轴 转 动 时 , 角 动 量 工 的 方向 一 般 和 角速度 w 的 方向 不 一 
致 ,只 有 当 转 动 轴 是 主轴 ,从 而 1 = 1 =0 时 , 工 = 了 Jk, 角 动 量 才 和 角速度 的 
方向 一 致 . 将 (12.3) 代 人 (12.2) 并 把 (12.1) 和 (12.2) 写 成 标量 形式 ,最 后 得 刚 
体 定 轴 转 动 的 动力 学 方程 为 : 


-7 和 = DOF, + Ft+F,,, (12.4) 
ML 由 = SF, + 下 + 下， (12.5) 
ZF + Fs. + Fs = 0， (12.6) 


-sgt layg = DOPF - cP) + (aFy, -6bFs), (12.7) 
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-ad- Tg = DrF, -wiF) + (bs -eaF)， (12.8) 


[$= SrF, -ybF,). (12.9) 


这 六 个 方程 中 ,(12.9) 与 轴 上 的 约束 力 了 下、 和正、 无 关 , 不 必 和 其 他 方程 联 立 即 
可 独立 求解 . 设 其 解 为 
$= y(t), 

将 它 代入 (12.4) (12.5) (12.7) (12.8) 四 式 , 然 后 对 FF, FF Fw 四 个 未 
知 函 数 求解 , 即 可 得 A 点 和 8B 点 的 垂直 于 转动 轴 方 向 的 约束 力 . 但 对 轴 方 向 的 
约束 力 , 只 能 由 (12.6) 式 求 出 其 合力 让 .= Fi + Fe ,不 能 分 别 决定 FE. 和 Fs. 
如 果 在 轴 的 方向 除 重力 之 外 没有 其 他 主动 力 , 则 当 和 转轴 水 平时 ,FF = Fs. =0, 当 
转轴 为 铅 直方 向 时 ,FF = mg ,Fy =0. 


当 刚体 静止 时 , 业 = =0, 此 时 (12.4)、(12.5)、(12.7) 和 (12.8) 式 左边 均 
为 零 ,它们 就 是 刚体 的 平衡 方程 ,由 此 可 求 出 轴 上 的 静 反 作用 力 FF Fs,、 


Fs, 和 Fn.;(12.9) 中 不 出 现 约束 力 , 是 刚体 平衡 条 件 . 当 刚 体 转动 时 ,$0,5 
天 0, 这 时 由 (12.4) 一 (12.8) 计 算出 来 的 FF .Fn 、Fs, 可 以 和 静 反作用 力 相 


差 很 大 ,其 附加 部 分 称 为 动 反作用 力 . 从 方程 中 可 以 看 出 , 当 yg 隆 0, 了 关 0 时 要 
使 动 反作用 为 零 ,必须 同时 具备 两 个 条 件 : 
(=0,1; = 1 = 0. 

前 者 要 求 刚 体质 心 必须 在 转动 轴 上 ,后 者 要 求 转动 轴 必 须 是 惯量 主轴 . 如 果 这 
两 个 条 件 不 满足 ,那么 当 刚体 转动 的 角速度 和 角 加 速度 很 大 时 , 轴 上 可 能 存在 很 
大 的 动 反作用 力 ,使 机 器 受到 损坏 . 所 以 机 器 中 高 速 运转 部 件 的 制造 与 安装 , 必 
须 十 分 重视 这 两 个 条 件 . 

[ 例 1] 质量 为 20 kg 的 转子 绕 对 称 轴 以 角速度 w= 
12 000 r/min 转动 . 阁 由 于 材料 不 均匀 或 安装 时 的 偏差 ,其 质 
心 C 偏离 轴线 8=0.1mm( 图 4.41)., 求 A.B 两 轴承 上 所 受 
的 动 反 作用 力 . 

解 : 这 种 情况 下 转动 轴 仍 是 惯量 主轴 , 1; = 1 =0, 但 质 
心 不 在 轴线 上 ,/= 5. 根据 对 称 性 的 考虑 ,两 个 轴 上 所 受到 的 
动 反作用 力 应 相等 . 因此 


， ， 图 4.41 
、 nw 20x0.0001 12 000 x 2x ,, 
Fa = Fo N 
=1,58x10° N. 
而 静 反 作用 力 只 有 Fa = Fg = = 98 N. 所 以 附加 动 反作用 力 要 比 静 反 作用 力 大 16 倍 . 


消除 的 办 法 是 在 安装 后 ,在 转子 上 附加 平衡 质量 ,使 $ 尽 可 能 减少 . 
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[ 例 2] 把 涡轮 看 成 是 一 个 均匀 圆 盘 . 设 由 于 安装 不 善 , 涡 轮转 动 轴 与 盘面 法 线 成 交角 
a=1". 已 知 调 轮 质量 为 20 kg, 半径 +=0.2 m, 质 心 在 转动 轴 上 , 距 4 .B 二 个 轴承 为 a= b= 
0.5 m, 设 轴 以 12 000 r/min 的 角速度 转动 , 求 轴承 上 动 反 作用 力 ， 

解 : 如 图 4.42 所 示 , 设 想 有 一 刚性 无 质量 的 阅 柱 体 , 将 涡轮 圆 盘 嵌 入 它 的 内 部 ,圆柱 体 
的 轴 和 涡轮 的 转动 轴 重 合 , 则 涡轮 的 定 轴 转 动 就 可 用 圆柱 体 绕 它 的 几何 轴 的 转动 来 表示 . 均 
质 圆柱 体 绕 轴线 的 定 轴 转 动 是 我 们 所 熟悉 的 ,现在 所 不 同 的 是 质量 分 布 不 均匀 , 嵌 有 圆 盘 的 
部 分 密度 o = 常数 天 0 ,其 余部 分 p =0. 由 于 圆 盘 中 心 O 的 法 线 Oz 和 转动 轴 Oz 的 方向 不 重 
会 ,因此 转动 轴 不 是 惯量 主轴 . 所 以 本 题 是 属于 方程 (12.4) 一 (12.9) 中 1=0, 但 了; 关 0, 1 
天 0 的 情况 . 


图 4.42 


图 4.43 


为 了 计算 轴 A 和 和 B 所 受 的 约束 反作用 力 ,我 们 选取 如 图 4.43 中 所 示 的 三 套 坐 标 系 . 第 
一 套 是 固定 坐标 系 Oxo yo zo ,O 〇 为 圆 盘 重 心 , Ozo 轴 为 转动 轴 , 假 定 它 在 水 平方 向 , 0x。 轴 馈 
直 向 上 . 第 二 套 坐 标 系 Ozryz 固定 在 圆柱 体 上 ,其 中 Oz 轴 和 Oz。6 轴 重 合 , Oz 轴 Or, 轴 的 夹 
角 为 yy, 上 即 为 圆 盘 的 角速度 w. 第 三 套 坐 标 系 Oryzx 是 由 圆 盘 的 三 个 对 称 轴 组 成 的 ，Orz- 
轴 和 Oz。 轴 的 夹 角 为 a, 由 (12.4).(12.5).(12.7).(12.8) 得 圆 盘 的 运动 方程 为 


FA + 下 = mgcos y, (1) 
Fu, + Fyp =— mgsin yy, (2) 
law’ = aa 一 Fup, )， (3) 
I w= a (Fva: — Fun, ). (4) 
由 这 四 个 方程 即 可 解 出 轴 上 的 反作用 力 Fa, .Psa, Fup 和 Fs, : 
1 了 3 了 
Fya. = | Mmgcos w+ Te | ， (5) 
、 l LT: ， 
上 va， = (meeos 多 一 了 让， {6) 
1 Lh ， 
Fa, = 一 ( mgsiny — i ) 4 (7) 


1 Ls a 
Fun, = 一 3 (mgsin + ew | (8) 
下 面 我 们 来 计算 1 和 [,;. 在 $4.5 中 我 们 已 经 给 出 在 Or'yz' 系 中 圆 盘 的 转动 惯量 张 
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1 = I= I,=0. 
我 们 可 利用 它们 来 求 Oryz 系 中 的 1 和 1;. 为 此 只 
要 找 出 Oryz 系 和 Oxr'y'z 系 的 坐标 变换 关系 即 可 . 这 
两 个 坐标 系 都 是 固定 在 刚体 上 的 . 两 者 之 间 的 关系 与 
圆 盘 运动 与 否 无 关 . 我 们 取 上 =0 时 圆 盘 和 Oy。 轴 的 
交 线 为 Ov 轴 ， 由 于 圆 盘 的 对 称 性 ,Oy 轴 可 取 圆 盘 的 
任何 一 条 半径 ,即使 在 运动 过 程 中 , Oy 的 位 置 不 断 在 
变化 也 可 以 . 因此 我 们 可 取 Oy 和 Oy 也 重合 . 此 时 


Oxyz 和 Or’y'x 的 坐标 变换 关系 可 由 图 4.44 得 到 图 4.44 
T= cosat+ z'sina, 
z, =— r,sSina + icosa, (9) 
Vi 一 y.. 
于 是 
Ti 一 Dr 三 六 sin 2a(T 一 了 ) 十 (cos a 一 sin a)1’, 
(10) 
二 Fsin 2a (Fmr: 一 mr ) 二 一 rsin 20， 
1 = > it =— Isina+ [cosa = 0. (11) 
将 它们 代入 (5)、(6) (7) 和 (8) 式 ,最 后 得 
1 1 > 2 
了 NA， = 3 \ MEOs yy ga” w sin 2a 
Fn = 3 (mgeos y+ Em w’ sin 2c ) (12) 


Fxa, = — Pp =— mgsin . 
将 题目 所 给 的 具体 数值 代 人 ,得 每 一 轴承 上 的 动 反作用 力 为 


1 3 2. 
Fy= mr w sin2e 


l6a 


=- 元 x 20 x (0.2): x (400m x 0.0349N 


= $5.5x10N., 
而 每 个 轴承 上 的 静 反 作用 力 只 有 98 N, 动 反作用 力 要 比 静 作用 力 约 大 56 倍 . 


习题 


4.1 半径 为 7, 的 圆柱 体 P 约束 在 水 平面 上 运动 , 另 一 个 半径 为 r, 的 圆柱 体 S 约束 在 
P 上 运动 (如 图 所 示 ). 分 别 就 下 列 三 种 情况 写 出 体系 的 自由 度 , 并 选取 适当 的 广义 坐标 表示 
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S 和 P 的 角速度 :(1) P 固 定 不 动 ,S$ 在 PP 上 只 滚 不 滑 ;(2) S 和 PP 之 间 ,P 和 平面 之 间 绝 对 粗 
糙 ,接触 点 相对 速度 都 是 零 ;(3) S 和 了 之 间 、.P 和 平面 之 闻 均 绝对 光 诊 . 
4.2 同上 ,但 S 约 束 在 P 的 内 壁 运 动 ( 如 图 所 示 ) .分别 就 下 列 两 种 情形 确定 体系 的 自 


[os 


题 4.1 图 题 4.2 图 


由 度 , 并 用 适当 的 广义 坐标 表示 出 S 和 PP 的 角速度 :(1) S 和 P 间 绝对 粗糙 ,P 和 平面 间 绝 对 
光滑 ;(2) S 和 P 间 绝对 光滑 ,P 和 平面 间 绝 对 粗糙 . 

4.3 顶点 悬挂 于 定点 O 的 圆锥 ,以 等 角速度 w, , 绕 其 几何 轴 Ox 运动 , Oz 轴 恒 在 铅 直 
平面 Oyo zo 内 ,并 绕 水 平 轴 Orw 以 角速度 w: 转动 . 设 圆锥 高 为 六 ,底面 半径 为 尺 , 问 w， 和 
w: 满足 什么 条 件 时 可 使 圆锥 的 瞬时 转轴 位 于 圆锥 表面 上 

4.4 一 半径 为 R 的 圆 盘 以 等 速 w 沿 一 直线 滚动 而 无 滑动 ,长 1 的 杆 AB 以 铵 链 连接 于 
盘 边 缘 上 的 B 点 ,A 端 则 沿 上 述 直线 滑动 . 求 杆 AB 的 角速度 和 A 点 的 线 速度 . 


题 4.4 图 

4.5 长 为 ! 的 杆 4B 在 一 固定 平面 内 运动 ,其 A 端 在 半径 为 R 的 半圆 周 里 滑动 , 杆 与 
圆周 上 的 M 点 始终 接触 , 试 求 杆 上 任 一 点 的 轨迹 及 瞬时 中 心 的 轨迹 . 

4.6 杆 AB 与 半径 为 民 的 半圆 周 相 切 ,A 端 以 等 速度 ww 沿 水 平方 向 运动 , 求 杆 AB 的 
角速度 ww 及 杆 上 和 贺 相 切 点 也 的 速度 un . 
B 


题 4.6 图 
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4.7 高 为 及, 顶 角 为 2a 的 圆锥 在 一 平面 上 滚 而 不 滑 , 如 此 锥 体 以 等 角速度 w 绕 Oz。 轴 
转动 , 求 此 圆锥 底面 上 最 高 点 A 的 速度 利加 速度 . 
4.8 转 轮 4B 绕 其 对 称 轴 Oz 轴 转 动 的 角速度 为 mw ,而 Oz 轴 绕 铅 直 轴 Ox。 转动 , 角 速 
度 为 w, ,如 
AD = DB = a,0OD = 6, 
求 转 轮 最 低 点 BB 的 速度 . 


题 4.7 图 题 4.8 图 


4,9 章 动 角 不 变 , 进 动 角 速度 和 自转 角速度 均 为 常数 的 刚体 定点 转动 称 为 规则 运动 , 相 
应 的 欧 拉 角 可 用 下 式 表示 
p= at,y= bt,0= ¢, 
式 中 a .bc 均 为 常数 , 求 此 情况 下 刚体 角速度 dw/di 的 表示 式 . 
“4.10 刚体 作 平面 平行 运动 时 ,可 看 成 本 体 极 迹 在 空间 极 迹 上 作 纯 滚动 , 假定 刚体 的 角 
速度 w 和 本 体 极 迹 及 空间 极 迹 的 曲率 半径 p; 和 p; 均 已 知 , 证 明 刚 体 在 运动 过 程 中 瞬时 转动 
中 心 0O 的 速度 为 : 


pr tp M 
4.11 证 明 半 径 为 ~, 质量 为 m 的 空心 球 壳 绕 直径 的 转动 惯量 为 21nr:/3. 


4.12 证 明 底 面 半径 为 r ,高 为 的 圆锥 体 绕 对 称 轴 的 转动 惯量 为 说 mr , 绕 底 面 任 一 


直径 的 转动 惯量 为 6m(3r? + 2A2)， 

4.13 半径 为 r 的 均匀 圆 盘 , 放 在 粗糙 水 平 桌面 上 , 绕 通 过 中 心 的 铅 直 轴 转动 . 初始 角 
速度 为 w , 设 圆 盘 与 桌面 的 摩擦 因数 为 , 问 经 过 多 少时 间 后 圆 盘 将 静止 ， 

4.14 边 长 为 7 的 等 边 三 角形 , 求 绕 通过 某 一 边 中 点 并 与 三 角形 的 面 垂 直 的 轴 转 动 时 的 
等 值 单 摆 摆 长 . 

4.15 ”杆子 一 端 置 于 光滑 的 水 平面 上 , 另 一 端 靠 在 光滑 墙 上 , 杆 与 地 面 的 倾角 为 a。， 如 
使 盾 自 此 位 置 自由 下 滑 , 求 杆 与 墙 分 离 的 瞬间 杆 与 地 面 的 倾角 6. 

4.16 两 根 相同 的 均匀 杆 AB 和 BC ,在 也 点 用 光滑 铵 链 连 接 , C 点 可 沿 光 滑 水 平 轨道 
运动 ,AB 能 在 铅 直 平 面 内 绕 A 点 自由 转动 . 在 1 -0 时 ,ABC 成 直线 ,并 处 于 静止 状态 . 求 


杆 运动 时 处 于 任 一 位 置 时 C 点 的 约束 力 ， 
4.17 两 根 等 长 等 重 的 均匀 细 杆 AC 及 BC ,在 CC 点 用 匀 链 连接 , 铝 直 地 放 在 光滑 水 平 
面 上 . 设 两 杜 由 图 示 位 置 以 初速 度 为 零 开始 运动 . 求 C 点 着 地 时 的 速度 . 


C 
A 人 
x 


J 7 


题 4.16 图 题 4.17 图 


4.18 半径 为 R 的 轮子 质量 为 m ,轮轴 的 半径 为 r ,质量 可 忽略 不 计 , 轮 轴 上 绕 以 轻 强 ， 
强 端 作用 一 恒 力 下 ,其 方向 与 水 平面 成 a 角 . 假定 轮子 在 水 平面 上 只 滚 不 滑 , 求 轮 心 C 的 加 
速度 . 

4.19 均匀 棒 AB 可 在 光滑 的 铅 直 圆周 内 滑动 . 若 棒 所 张 的 圆 内 角 为 120", 求 此 梭 运 动 
时 的 等 值 单 摆 的 摆 长 . 


题 4.18 图 题 4.19 图 


4.20 一 面 粗 糙 另 一 面 光滑 的 平板 ,质量 为 m ,将 光滑 的 一 面 放 在 水 平 桌 上 ,在 板 上 放 
一 质量 为 m 的 球 . 车 板 沿 其 长 度 方向 突然 有 一 速度 v, 问 此 球 经 过 多 少时 间 后 开始 作 纯 滚 
动 ? 

4.21 写 出 4.1 题 的 运动 微分 方程 . 

4.22 求 均匀 贺 锥 体 绕 母 线 的 转动 惯量 . 

4.23 求 均 勺 圆锥 体 底面 图 周 上 一 点 的 惯量 椭 球 方程 . 

4.24 均 质 长 方 体 的 三 边 长 分 别 为 2 .2a 和 3a, 质 量 为 户 , 求 其 对 一 顶点 的 惯量 查 球 
方程 . 

4.25 均 质 圆锥 体高 为 h, 底 半径 为 r ,质量 为 六 , 求 在 什么 条 件 下 它 对 于 质心 的 惯量 本 
球 为 一 圆 球 . 

4.26 在 一 个 平面 刚体 上 有 两 个 具有 公共 原点 O 的 坐标 系 Drzy 和 Orz 人 ,证明 
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1 
并 给 出 其 物理 解释 . 
4.27 ”均匀 椭 球 绕 自 己 的 一 个 对 称 轴 AB 以 角速度 p 转动 ,并 且 AB 轴 又 以 角速度 6 绕 
通过 椭 球 中 心 并 与 AB 垂直 的 CD 轴 转 动 , 写 出 椭 球 的 动能 和 和 角 动 量 . 


题 4.26 图 题 4.27 图 


4.28 由 两 个 质量 为 m ,半径 为 5。 的 全 同 的 均匀 钢 球 和 一 质量 可 忽略 的 刚性 轻 杆 所 组 
成 的 “哑铃 " 状 刚体 绕 其 质心 O 自由 转动 . 两 球 心间 距 为 
/. 设 在 时 刻 1 ,此 “哑铃 "的 杆 正 好 和 Oz。 轴 重 合 , 且 和 角 
速度 w 正好 在 Oys zo 平面 内 ,mw 和 Oz。 轴 的 夹 角 为 30". 
写 出 此 时 刻 “ 哑 铃 " 的 角 动 量 L 和 动能 了 ， 

4.29 对称 陀 螺 的 轴 位 于 铝 直 位 置 ,陀螺 以 很 大 角 
速度 w 作 稳定 的 自转 , 今 突 然 在 离 定点 4 处 作用 一 与 陀 
螺 的 垂直 轴 垂 直 的 冲 量 p. 证 明 在 陀螺 此 后 的 运动 中 ， 


最 大 章 动 角 近 似 为 2aremn| 苞 ) 


“4.30 质量 为 m .半径 为 x 的 均 质 圆 盘 的 中 心口 与 
固定 点 EE 用 长 为 ! 的 刚性 轻 杆 相连 . 圆 盘 在 水 平面 上 作 
纯 滚 动 ,ED 和 盘面 垂直 , 求 盘 和 水 平面 的 接触 点 N 的 动 
反作用 力 F\、. 

“4.31 一 个 半径 为 > 的 均 质 圆 盘 绕 其 质心 旋转 ,开始 时 给 此 盘 以 角速度 w ,使 它 绕 一 条 
与 盘面 法 线 成 a 角 的 轴 旋 转 , 求 进 动 角速度 ww 及 进 动 轴 
与 盘面 法 线 所 成 的 角 0， 

4.32 证 明快 速 拉 格 朗 日 陀螺 章 动 角速度 的 近似 值 


题 4.28 图 


E 


为 


-人 
进而 证 明 进 动 角速度 p 亦 按 频 率 1;wil, 随时 间 变 化 ,其 
平均 值 为 mgli Tw. 题 4.30 图 

4.33 一 陀螺 由 半径 为 2r 的 薄 圆 盘 及 一 通过 圆 盘 中 心 C, 并 和 盘面 垂直 的 长 为 的 杆 
轴 所 组 成 , 杆 的 质量 可 忽略 不 计 . 将 杆 的 另 一 端 A 放 在 水 平面 上 ,使 其 作 无 滑动 的 转动 . 如 
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起 始 时 杆 AC 与 铅 直 线 的 夹 角 为 a, 起 始 时 的 总 角速度 为 ,方向 沿 着 a 角 的 平分 线 ,证明 经 
过 
do 


0 
| ~ -cos sec’ 0 + k(cosa — cos 8) 
”20 2 


t 一 


后 杆 将 直立 起 来 . 式 中 一 一 7 ,9 为 任 一 瞬时 杆 轴 与 铅 直 杆 的 夹 角 . 


"4.34 半径 为 > 的 均 刁 球 在 倾角 为 。 的 斜面 上 作 纯 滚 
动 , 设 上 =0 时 , 球 心 有 一 水 平方 向 的 初速 度 wo ,分 别 用 拉 格 ® 
天 日 方程 和 欧 拉 动力 学 方程 号 出 球 的 运动 方程 ,并 给 出 其 
运动 积分 . 

4.35 质量 为 m 半径 为 r 的 光滑 圆 环 放 在 水 平面 上 ， » 
环 上 套 有 一 质量 为 m 的 质点 ,开始 时 两 者 均 静 止 ,+=0 时 
质点 在 环 的 切线 方向 得 到 冲 量 mw ,讨论 环 和 质点 以 后 的 题 4.34 图 
运动 情况 . 

4.36 质量 为 m 的 陀螺 以 等 角速度 w, 绕 对 称 轴 自 转 . 已 知 陀螺 对 称 轴 与 铝 直 线 间 的 
夹 间 为 6, 并 绕 铅 直线 以 角速度 w, 进 动 . 求 陀螺 作 稳 定 进 动 的 条 件 . 

4.37 一 陀螺 I = 了 =21;, 绕 质心 旋转 ,并 作 规则 进 动 . 已 知 此 陀螺 自转 角速度 为 wi; ， 
其 自转 轴 与 进 动 轴 间 的 夹 角 8= 60", 求 进 动 角速度 w。. 


1 


4.38 ”如 果 拉 格 朗 日 陀螺 开始 时 6 = 60",6 =0,68 2( 佬 ) ,w= 闻 ,求证 在 
后 的 运动 过 程 中 ,9 满足 的 方程 式 为 


sec0 = 1+ sech De, 

4.39 求 拉 格 朗 日 陀螺 绕 铅 直 轴 作 稳定 转动 的 条 件 . 

4.40 ”由 四 根 质 量 为 wp; .长 为 /的 匀 质 杆 所 组 成 的 正方 形 刚体 ABCD 绕 顶 角 A 自由 转 
动 . (1) 找 出 A 点 的 惯量 主轴 ,并 计算 其 主 转动 惯量 ;(2) 设 1=0 时 ,体系 位 于 铅 直 平 面 内 ， 
AC 和 铅 直 线 的 夹 角 为 30° ,角速度 的 大 小 为 w, 方 向 正好 和 铅 直 线 一 致 . 写 出 此 时 刻 刚体 的 
角 动 量 和 动能 . (3) 写 出 体系 的 运动 方程 . 

"4.41 质量 为 m 的 矩形 匀 质 薄板 ABCD 可 绕 固定 点 A 自由 转动 ,开始 时 薄板 静止 于 平 
衡 位 置 , 今 在 C 点 给 薄板 以 一 垂直 于 板 面 的 冲 量 了 , 求 打击 后 C 点 的 速度 和 板 的 动能 . 

“4.42 半径 为 + 质量 为 m 的 圆 球 ,在 内 半径 为 R(R>r) 的 固定 竖 直 圆柱 壁 的 内 表面 作 
纯 滚 动 , 求 证 球 心 在 竖 直方 向 的 运动 是 简 谐 运动 或 匀速 直线 运动 . 

4.43 形 如 旋转 椭 球 的 橄榄 球 绕 其 三 个 主轴 的 转动 惯量 分 别 为 1、1,(= 了 了) 和 了 I 了 (> 
1 ). 当 其 在 长 轴 成 6 角 的 方向 上 获得 一 个 角速度 w 时 , 求 角 动量 工 及 进 动 角速度 ww”. 
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本 章 首 先 讨论 不 同 参 者 系 之 间 连 度 和 加 过 度 的 变 拉关系 . 参考 系 的 转动 会 
引起 牵连 运动 ,只 要 在 刚体 运动 学 的 基础 上 再 加 上 相对 运动 部 分 , 即 可 得 出 两 个 
参考 系 之 间 的 速度 和 加 速度 的 变换 关系 . 其 次 讨论 非 惯 性 系 中 的 动力 学 方程 ， 
在 牛顿 力学 中 引进 了 惯性 力 后 ,质点 的 动量 定理 、 角 动量 定理 和 动能 定理 与 牛顿 
第 二 定律 一 样 保 持原 来 的 形式 不 变 ; 讨 论 拉 格 朗 日 函数 的 不 确定 性 ,给 出 了 非 惯 
性 系 中 拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形 式 . 最 后 ,作为 非 惯性 系 中 动力 学 理论 的 应 用 实 
例 ,简单 地 讨论 地 球 转 动 的 动力 学 效应 和 磁 共 振 的 经 典 理论 . 


8 5.1 不 同 参考 系 之 间 速 度 和 
加 速度 的 变换 关系 


迄今 为 止 ,不 论 是 运动 学 问题 还 是 动力 学 问题 ,我们 都 是 在 惯性 系 中 来 讨论 
的 . 地 球 并 不 是 一 个 严格 的 惯性 系 ,我 们 在 地 球 上 所 观察 到 的 各 种 力学 现象 , 实 
际 上 是 非 惯性 系 中 的 力学 问题 . 虽然 在 大 多 数 问题 中 地 球 的 非 惯性 效应 可 以 忽 
咯 ,但 在 某 些 问题 中 ,如 人 造 卫 星相 对 于 地 球 的 运动 ,重力 加 速度 随 纬度 的 变化 
等 ,地 球 的 自转 效应 就 不 能 忽略 了 . 

设 S 和 S 是 两 个 不 同 的 参考 系 , 璧 如 说 S 是 一 个 惯性 系 ,S' 是 一 个 非 惯性 
系 . S 相对 于 S 的 运动 ,一 般 情 况 下 既 有 平 动 ,也 有 转动 . 我 们 先 讨 论 S 相对 于 
S 只 有 转动 的 情况 . 在 讨论 刚体 转动 时 ,我 们 引进 了 两 个 坐标 系 : 固 定 在 空间 的 
Oxo yo zo 系 和 固定 在 刚体 上 的 Ozyx 系 . 如 果 我 们 把 前 者 看 成 参考 系 S$, 把 后 者 
看 成 参考 系 S ,那么 由 于 参考 系 S 的 旋转 所 引起 的 效应 ,实际 上 就 是 刚体 的 转 
动 效 应 ， 

如 图 5.1 所 示 , 设 Oxo yo zo 是 惯性 系 S, Ozryz 系 (S' 系 ) 相 对 S 系 以 角速度 
wo 旋转 . 让 我 们 来 考察 质点 P 在 两 个 参考 系 中 的 运动 情况 . P 点 的 位 置 矢量 
为 : 

r = 如 + 了 + 大 (1.1) 

这 个 表示 式 不 论 在 S 系 中 还 是 在 S' 系 中 都 是 适用 的 . 质点 在 非 惯性 系 S 中 
的 速度 称 为 相对 速度 ,用 zw “表示 : 
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v= (1.2) 


符号 本 全 表示 在 S' 系 中 的 微 商 运算 ， 在 S 系 中 , 单 


位 拓 量 .J K 是 不 随时 间 改 变 的 ,因此 
di dj dk 


-二 一 一 = 0. 
dt dtr dt 
质点 在 惯性 系 S 中 的 速度 vw 称 为 绝对 速度 : 
0 = 图 5.1 
(1.3) 

因为 i jk 是 固定 在 S 系 中 随 S' 系 一 起 运动 的 ,因此 

di ,dj 

= ou Xi, T=, j, = oxk 


代入 (1.3) 式 得 

刀 oo X(ty+ 2k) 
2 (1.4) 
=v 二 Xr. 


显然 ,如 果 (1.1) 式 中 的 + 不 是 位 置 和 撩 量 ,而 换 为 任意 一 个 矢量 4 , 则 有 


dA dA 
dt dr' 0 ~A. 


因此 两 个 相互 间 以 角速度 ww 转动 的 参考 系 之 间 对 时 间 求 微 商 的 算 符 变换 关系 
为 


d d 
di dr + Oo ~. (1.5) 


(1.4) 给 出 了 S 系 和 S' 系 之 间 的 速度 变换 关系 ,再 利用 (1.5) 式 即 可 方便 地 
求 出 绝对 加 速度 a = 外 和 相对 加 速度 a = 2- 之 间 的 关系 


a = 守 = 二 Hv + wo Xr) 
~ joy ~ 
= 至- + WoXv + Xr XT + ox (wo xr). 
因 、 
da d doo 
dr = (ox jo = di ， 
dr -do 
4 
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所 以 
dwo 


dt 
其 中 Ses x r + oo x (os xr) 称 为 牵连 加 速度 ,这 两 项 完全 是 由 于 参考 系 的 旋转 


而 引起 的 ;2w。x wv “ 称 为 科 里 奥 利 (Coriolis) 加 速度 , 它 的 出 现 除 由 于 参考 系 的 
旋转 外 ,还 和 质点 的 相对 速度 有 关 . 
如 果 S 相对 于 S 的 运动 ,除了 转动 w。 外 ,还 有 平 动 v,, 则 在 (1.4) 和 (1.6) 


中 ,只 要 再 加 一 项 平 动 所 引起 的 牵连 速度 w, 和 牵连 加 速度 a = 5 即 可 : 


XxXr+DXx(oXr)+20oXDm (1.6) 


dt 
vv +votom, Xr, (1.7) 
， dowo ， 
a=a tat Xrtoox(w Xr)+20 Xv.. (1.8) 
最 重要 的 一 种 非 惯性 系 是 以 等 角速度 w。 旋转 的 .没有 平 动 加 速度 的 参考 
系 ,此 时 “9s =0,ao =0, 并 且 由 图 5.2 得 
Wo Xo Xr)= O00 rr) -wor 
=(OB-OP)ol= -woR. 
于 是 (1.8) 式 简化 为 
a=a -wR+2w Xv’, (1.9) 


式 中 R= BP 为 质点 P 到 转动 轴 的 距离 , -wi R 是 质点 的 向 心 加 速度 . 所 以 ,等 
速 旋转 而 没有 平 动 加 速度 的 参考 系 中 的 牵连 加 速度 只 包含 向 心 加 速度 . 


图 5.2 图 5.3 


【 例 1】 质点 M 离开 圆锥 顶点 O 沿 母线 以 恒定 相对 加 速度 ae 在 槽 内 运动 ,圆锥 以 等 角 
速度 w 绕 其 轴 转 动 , 求 经 过 时 间 t 后 ,质点 M 的 绝对 加 速度 . 设 圆锥 半 顶 角 为 a. 
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解 : 根据 本 题 所 给 条 件 ,可 按 (1.9) 式 来 确定 M 点 的 绝对 加 速度 . 经 过 时 间 : 后 ,质点 自 
O 点 运动 到 M 点 ,此 时 


VY —at, 


1 ”7 四 
R=—at’ sine. 


2 
取 一 组 单位 矢量 i .jk 如 图 5.3 所 示 , 则 


a =a (cosak + sin oj)， 


2 ww ar + . 
d=—w R= sin ay ， 


2 
ar =20Xv = 一 2uwazsin ai. 
因此 
a=a +a.+ar 
= —2wa tsin ai+ (a'sin a - oat 
. 2 

[ 例 2】 如 图 5.4 所 示 的 离心 调 速 器 ,两 根 长 为 ! 的 对 
称 杆 OA 和 OB 以 角速度 w, 绕 一 固定 铅 直 轴 OC 转动 , 同 
时 两 样 义 可 以 角速度 w, = 和 绕 口 点 转动 . 求 小 球 4 和 台 
的 绝对 速度 . 

解 : 本 题 可 用 质点 运动 学 或 刚体 运动 学 的 方法 来 解 ， 
也 可 用 本 节 相 对 运动 学 的 方法 来 解 . 如 取 杆 OA 和 OB 所 
在 平面 为 活动 参考 系 S' ,并 取 如 图 5,5(a) 所 示 的 一 组 单位 
矢量 , 则 S' 系 的 角速度 为 


sin a ) + Q cos ak. 


四 0 = wk, 
小 球 A 的 位 置 矢量 为 图 54 
r= /sin 0i— lcos Ok, 
因此 小 球 的 相对 速度 为 
v= = lows (cos G+ sin Ok), 


由 于 S' 系 的 运动 而 引起 的 奉 连 速度 为 
Vr = Wo Xr= lwsin oi. 
所 以 小 球 A 的 绝对 速度 为 
Y= + v= lwlcos Gt sinMK)+ lwsint. (1) 
我 们 在 前 面 的 讨论 中 ,都 是 把 单位 矢量 i\j 取 为 固定 在 参考 系 S' 中 随 S 一 起 运动 的 ， 
即 i .jk 是 S 系 中 国定 坐标 (直角 坐标 ) 的 单位 矢量 . 但 是 在 S' 系 中 我 们 也 可 取 活 动 坐 标 . 


例如 可 取 图 5.5(b) 中 所 示 的 一 组 单位 矢量 ,这 时 排头 0, 而 是 


di 
= 0 Xi=w,j. 
dr 2 wi 


在 这 样 一 组 单位 矢量 中 ， 
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Uv = 7 ta] 
v= Wo Xr= ~ lwsin Ok, 
所 以 得 
v= UV + v= lo] — lwsin lk. (2) 


和 (1) 比 较 , 由 于 单位 矢量 的 选取 不 一 样 ,因此 vw 在 
ij .k 上 的 投影 也 不 一 样 . 但 vw 的 大 小 只 和 参考 系 
有 关 , 与 i\j 的 选取 无 关 , 无 论 由 (1) 或 (2) 式 均 可 
得 图 5.5 
v 二 [Vw + wisin’ 9. (3) 
图 5.5 中 所 选取 的 两 组 单位 矢量 ,对 S 系 来 说 ,(a) 是 柱 面 坐标 , (b) 是 球面 坐标 ,两 者 都 
是 固定 参考 系 中 的 活动 坐标 . 但 对 S 系 来 说 ,(a) 是 直角 坐标 , (b) 是 平面 极 坐标 ,前 者 是 活动 
参考 系 中 的 固定 坐标 ,后 者 是 活动 参考 系 中 的 活动 坐标 . 我 们 采用 相对 运动 的 方法 解 题 时 ， 
一 定 要 把 参考 系 和 坐标 系 分 清楚 . 单位 矢量 ij 的 选取 是 和 参考 系 无 关 的 ,而 它们 对 时 间 
的 微 商 则 和 参考 系 有 关 . 不 要 把 牵连 速度 ,= wu Xr 中 的 wo 与 dijdi=wmxi 或 di/dt = 
w x i 中 的 w 和 w 混为一谈 . w。 只 和 参考 系 的 选取 有 关 , 和 i、j 的 选取 无 关 ;o 只 和 让 让、 
k 的 选取 有 关 , 和 S' 是 完全 无 关 的 ;w' 则 既 和 S' 的 选取 有 关 , 也 和 i .jk 的 选取 有 关 . 在 本 题 
中 ,只 要 选 定 杆 OA 和 OB 所 在 的 平面 为 活动 参考 系 , 则 不 论 选取 怎样 的 i、j、k,w。 总 等 于 
wi .wo 和 w 在 (a) ,(b) 两 种 情况 下 不 一 样 ， 


、 di di 
对 (a) 来 说 ， To Xi, TO0; 

、 di di 
对 (b) 来 说 ， I (Ot wm ) Xi, dr 2X 


3 5.2 非 惯 性 系 中 的 牛顿 动力 学 方程 ”惯性 力 


在 惯性 系 中 ,质点 运动 的 动力 学 方程 可 由 牛顿 运动 方程 ma = 下 给 出 ,这 里 
的 a 为 质点 在 惯性 系 S 中 的 加 速度 . 上 节 我 们 给 出 了 不 同 参考 系 S 和 S' 之 间 的 
速度 和 加 速度 的 变换 关系 ,利用 它 就 可 以 由 惯性 系 S 中 的 质点 运动 方程 导出 非 
惯性 系 S 中 的 质点 运动 方程 . 

将 (1.8) 代 入 ma = 下 中 得 


deo 


m| a tat 本 


rtoox(w Xr)+20 Xv |=F, 
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ma =F- m| a + Se X 六 十 外 | XxX (wm xX r) |- 2me xv , (2.1) 

和 惯性 系 中 的 牛顿 第 二 定律 相 比 ,可 以 看 到 只 要 引入 两 项 惯性 力 : 
Fo = ma = mlao + Se x r+ wo x (wo x 7) | (2.2) 
下 -= 一 za =-2mmo Xv,, (2.3) 

则 非 惯 性 系 中 的 质点 动力 学 方程 将 和 惯性 系 中 具有 同样 的 形式 : 
ma = F+F,+F.. (2.4) 


F, 称 为 牵连 惯性 力 ,F. 称 为 科 里 奥 利 力 . 在 等 速 旋转 、 平 动 加 速度 为 零 的 非 惯 
性 系 中 ,由 (1.9) 式 得 牵连 惯性 力 为 


F =- ma,= moiR. (2.5) 
【 例 】 图 5.6 是 记录 横向 振动 的 地 震 仪 的 简 图 . 在 地 下 室 中 ,有 一 长 为 / 的 普通 的 摆 . 
在 不 发 生地 震 时 , 它 处 于 铅 直 的 平衡 位 置 OM . 当 0 4 1 
发 生 横 向 地 震 时 ,将 引起 摆 相 对 于 地 下 室 的 摆动 . > 


若 地 震 的 规律 为 简 谐 振动 , 即 搜 的 悬挂 点 A 的 运 
动 为 OA = zias = asin ou, 求 摆 的 运动 规律 ， 

解 : 取 两 个 参考 系 , Oxi yl 是 固定 不 动 的 惯 
性 系 S, Axry 是 固 结 于 地 下 室 而 在 地 震 时 跟随 地 面 
一 起 运动 的 非 惯性 系 S . 在 仪器 上 记录 下 来 的 是 
摆 在 S 系 中 的 运动 规律 . 图 5.6 

在 S 系 中 ,质点 m 受到 三 个 力 ; 重 力 mg , 摆 
杆 的 约束 力 下 和 牵连 惯性 力 下 ,. 取 平 面 极 坐 标 ,es 方向 的 运动 方程 为 


ml 6 = mgcos( 于 +0) 一 cos 6. 


将 Fi=--m Ta = maw sin wt 代入 上 式 得 
I+ gsing =— aw’:cos Osin wt. (1) 
上 式 就 是 摆 在 地 下 室 中 由 于 横向 地 震 所 引起 的 运动 微分 方程 ,通常 这 种 振动 是 很 小 的 ,因此 
可 作 近 似 : 
T= ysin ON10, cos O01, 


这 样 (1) 式 就 简化 为 
+ 全 r= aw’ sin wt. {2) 


不 难看 出 这 是 一 个 强迫 振动 的 微分 方程 ,在 这 里 重力 mg 的 切线 分 量 起 了 恢复 力 的 作用 ,而 
牵连 惯性 力 已 就 起 了 周期 性 干扰 力 的 作用 . 摆 的 固有 频率 为 


w. = €. (3) 


根据 强迫 振动 的 理论 得 摆 的 相对 拨 动 的 振幅 为 
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2 
Taw u 


wi—w’ oy 2 


从 上 式 可 知 ,和 欲 使 地 震 仪 记录 的 振幅 5 和 实际 振幅 a 间 误 差 很 小 ,必须 满足 条 件 
we Ew. (4) 
即 摆 的 固有 频率 应 低 于 地 震 可 能 有 的 最 低频 率 ,所 以 地 震 仪 的 固有 频率 都 很 低 . 
由 (2.4) 式 可 以 很 容易 证 明 , 引 入 惯性 力 F, 和 F. 后 ,不 仅 牛 顿 第 二 定律 的 
形式 在 非 惯 性 系 中 保持 不 变 ,而 且 质 点 动量 定理 , 角 动 量 定理 和 动能 定理 的 形式 
也 保持 不 变 . 例如 由 工 “=p x zmxw 得 


dr 


d Ed Ea - EE 
了 = xXmv )=r xma’, 


将 (2.4) 式 代入 上 式 即 得 


dL (Fr) (2.6) 

这 就 是 非 惯性 系 中 质点 的 角 动 量 定理 . 类 似 地 可 以 证 明 : 
92 -+ (2.7) 
dT = (F+F,+F.).dr. (2.8) 


它们 就 是 非 惯性 系 中 质点 的 动量 定理 和 动能 定理 , 式 中 亚 = mo 和 T= 
于 wa 分 别 为 非 避 性 系 中 质点 的 动量 和 动能 


3 5.3” 拉 格 表 日 函数 的 不 确定 性 ” 非 惯性 
参考 系 中 的 拉 格 朗 日 郴 数 


完整 .保守 的 质点 系 在 惯性 系 中 的 拉 格 朗 日 函数 和 拉 格 朗 日 方程 为 
L(g,g,1) = > 于 一 Y ， 


9 9 
人 
di 9q， 99。 


在 非 惯性 系 中 ,如 果 拉 格 朗 日 方程 保持 上 述 的 形式 不 变 , 则 拉 格 朗 日 函数 中 
的 " ,应 根据 两 个 参考 系 之 间 的 速度 变换 关系 (1.7) 式 进行 变换 . 变换 后 的 拉 格 
朗 日 函数 一 般 不 再 是 3) 地 mwi? - Y(r) 的 形式 ,那么 在 非 惯性 参考 系 中 的 拉 
格 朗 日 函数 应 该 怎样 来 写 呢 ? 
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为 了 使 非 惯 性 系 中 的 拉 格 设 日 函数 写 得 比较 简洁 ,我 们 先 来 证 明 一 个 定理 
两 个 拉 格 朗 日 函数 工 和 工 , ,如 果 只 相差 一 个 坐标 ge。 和 时 间 : 上 的 函数 Far) 
的 全 微 商 df/dz , 则 这 两 个 拉 格 朗 日 函数 是 等 价 的 , 即 拉 格 朗 日 函数 准确 到 相差 
一 个 坐标 和 时 间 的 函数 的 全 微 商 . 证 明 如 下 : 

设 

Li = Li + Ha, (3.1) 
我 们 只 要 证 明 由 L, 和 上 ,; 所 得 出 的 运动 方程 相同 即 可 . 为 简单 起 见 ,我 们 假定 
体系 只 有 一 个 广义 坐标 . 将 (3.1) 式 代入 上 述 拉 格 朗 日 方程 便 可 看 到 ,要 证 明 
Li 和 工 ; 等 价 ,只 要 证 明 


-的 5 


即 可 . 因为 了 是 ga 和 zt 的 肾 数 ,所 以 


df _9f. + 2 (= of., 9f 
dt i gat 


lt 这 (下 于。 


了 229 元 入 


代 人 (3.2) 便 可 证 明 . 

因此 由 (3.1) 式 所 规定 的 工 , 和 工 , 是 
等 价 的 . 

现在 再 来 对 拉 格 朗 日 函数 进行 变换 . 
我 们 分 两 步 进 行 . 设 有 三 个 参考 系 , 它 们 
分 别 为 SS 和 S'. S 为 惯性 系 ,S, 为 相对 
于 S 以 速度 v。(1) 作 平 动 的 参考 系 ,S 和 
S, 有 共同 的 原点 ,但 相对 于 S 以 角速度 
wo(1) 转 动 . 这 样 S 相对 S 既 有 平 动 ,又 图 5.7 
有 转动 ,如 图 5.7 所 示 . 

设 粒 子 在 S 系 中 的 速度 为 vo ,在 S 中 的 速度 为 v,, 则 

v=vVl+vol(t). 


所 以 S$ 系 中 单 粒 子 的 拉 格 朗 日 函数 可 表示 为 


L = Fm(v to Vy 


mv (3.3) 
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因 vo(t) 是 已 知 的 函数 ,我 们 总 可 以 把 它 写成 为 df(q,i)/dt 的 形式 ,因此 可 以 


从 (3.3) 式 中 去 掉 , 此 外 w; = 人 ,其 中 为 S, 系 中 粒子 的 位 置 矢量 ,因此 


(3.3) 式 中 第 三 项 可 改写 为 


_d do 
mor vo mr v0) 7 mr . 


将 此 式 代入 (3.3) 式 ,再 次 去 掉 石 (mri*v,) 项 ,最 后 得 到 


L = Li = Fm — mr ‘SV. (3.4) 
这 就 是 用 平 动 参考 系 中 的 位 置 r 和 速度 v ,来 表示 惯性 系 中 的 拉 格 朗 日 函数 的 


一 般 形式 . 
现在 再 将 mr 和 ww, 用 S' 系 中 的 x 和 w “来 表示 . 粒子 在 S 中 的 w 和 um 的 关 
系 为 
vi=v +@o Xr. 
将 此 式 代入 (3.4) 式 ,注意 到 S| 系 和 S' 系 中 粒子 的 位 置 撩 量 r 和 是 相同 的 ， 
于 是 得 


加 1 - 及 EE 
L=L = Fmv tmov "(wo Xr )+ 


Fm wo xr ) mr HV. (3.5) 
这 就 是 用 任意 的 非 惯 性 系 S 中 的 位 置 ”和 速度 “来 表示 惯性 系 中 自由 粒子 的 


拉 格 朗 日 函数 的 一 般 形式 . 它 比 上 = 子 m(vo+ woXr +v )*-V 要 简单 一 


些 ,但 又 不 是 元 mu ? - V, 拉 格 朗 日 方程 仍 保持 原来 的 形式 
d 9L’ _3L _0 


dr DT ar” 
不 变 . 由 于 拉 格 朗 日 函数 是 标量 ,广义 坐标 和 广义 速度 也 都 是 标量 { 上 式 中 的 


5 和 25 二 只 是 一 种 简写 ,并 不 意味 着 它们 是 矢量 ) ,而 屿 和 和 对 标量 的 作用 是 


一 样 的 ,因此 上 式 又 可 写成 


d 2 | 
了 二 元 = 0.0 


(3.5) 和 (3.6) 合 起 来 就 是 非 惯 性 系 中 拉 格 朗 日 形式 的 动力 学 方程 . 
【 例 1】 在 非 惯 性 系 中 由 拉 格 朗 日 方程 导出 单 粒子 的 牛顿 运动 方程. 


$5.3 拉 格 朗 日 函数 的 不 确定 性 非 惯性 参考 系 中 的 拉 格 朗 日 函数 


解 : 由 (3.5) 式 得 


DT , 。 
7 二 my + mo Xr )， 
dv 
2 Xv — x (oo Xr )-— dao 9 
Ir 一 my UU mo Lan r nm dr Ir 
将 (1)、(2) 式 代入 (3.6) 式 ,化 成 标量 形式 ,再 经 过 整理 得 : 
dv _ 9V_ do doo ., 
”de ar m| S++ 
wx (wu x 7) | -2m( wo xo) 
=F- ma, mac, 
和 上 节 所 得 出 的 结果 相同 . 
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(2) 


【 例 2】 质量 为 m 的 小 环 M, 套 在 半径 为 R 的 光滑 圆圈 上 ,并 可 沿 着 圆圈 滑动 . 如 圆圈 


在 水 平面 内 以 角速度 @, 绕 圆 攻 上 某 点 O 转动 , 求 小 环 沿 贺 周 的 运动 微分 方程 , 
解 : 如 图 5.8 所 示 , 取 两 个 坐标 系 Oxry 和 
Ory ,0 为 圆 图 的 中 心 , O“r'y 是 固定 在 圆圈 上 的 . 
小 环 M 对 Ory 的 运动 是 绝对 运动 ,对 Or'y 是 相对 
运动 . 我 们 可 用 两 种 不 同 的 观点 来 处 理 问 题 : 
(1) 站 在 圆圈 上 来 看 问题 ,把 O'x'y 看 作 活 动 
参考 系 , 取 8 为 广义 坐标 , 则 体系 的 拉 格 朗 日 方程 为 


d 3L’ 3L | 
0 (1) 
拉 格 朗 日 函数 与 (3.5) 式 相同 
六 = 本 ma thnv 《Oo X 产 ) 十 
图 5.8 
Fm( wo Xr ) mr Te. (2) 
其 中 
Oo = wk r = Re,,， 
v = Er = (Re,)= Rbe 
d , 
v0 = (00)= (RD)= Ro 
S00 ~ Rot i 
将 它们 代 人 人 (2) 得 
L’ = FmR(F? + 26w, + wi + 2w! cos 0). 
将 上 式 代 入 (1) 得 


+ wisin0 = 0. 


(3) 


(4) 
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这 就 是 小 环 M 的 运动 方程 ， 
(2) 我 们 也 可 以 站 在 惯性 系 Oxy 上 来 看 这 个 问题 ,这 时 可 把 Of y 看 作为 一 个 活动 坐 
标 系 ,体系 的 拉 格 朗 日 方程 为 


a 0 (5) 
拉 格 朗 日 函数 为 
L = 本 mm (6) 
其 中 
=r-d 淖 -二 (Do +D 调 ) 
dr d 
dd d 
= RD+ (SF + wox j Re 
= Roij + Rie, + Row es. (7) 
将 (7) 式 代入 (6) 式 得 
L = 3 mR [oj + (6+ wi)e,T 
= mR 20 + +2(o, + 6)wcos 6+26%,]. (8) 


将 (8) 式 代入 (5) 式 ,经 过 整理 后 得 到 和 (4) 式 相同 的 方程 . 

从 上 面 两 种 不 同 的 处 理 方 法 中 可 以 看 到 ,只 要 广义 坐标 选取 得 相同 ,不论 用 哪 种 方 
法 ,所 得 到 的 运动 方程 是 相同 的 ,但 拉 格 朗 日 函数 (3) 和 (8) 则 可 以 不 一 样 . 这 是 因为 拉 格 
朗 日 函数 可 以 相差 一 个 广义 坐标 和 时 间 的 落 数 的 全 微 商 ,(8) 式 和 (3) 式 相差 的 项 正 是 这 
种 形式 的 项 . 


5.4 地 球 目 转 的 动力 学 效应 


地 球 不 是 一 个 严格 的 惯性 系 . 地 球 自转 的 角速度 为 
27 
24x3600° 
地 球 的 半径 为 R=6.37Xx10* m. 因此 由 于 地 球 自转 所 引起 的 向 心 加 速度 
aw R=0.0338 m/s =3x10. pg. 

式 中 g 为 重力 加 速度 . 因此 在 g 起 作用 的 问题 中 ,如 果 计 算 精 度 达到 10 : 量 级 
时 ,必须 考虑 重力 加 速度 的 这 一 修正 . 由 于 地 球 自转 所 引起 的 科 里 奥 利 加 速度 为 
auss2um0z， 

由 此 引起 的 线 储 离 和 角 偏 离 分 别 为 


1 
As 入 本 ac 一 wo wt” 多 


"7.29xX10 ”5s ， 
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AZ = so 
vt 


对 于 短 时 间 的 运动 , 因 wo 之 10“”s ,这 一 效应 可 以 忽略 . 但 对 长 时 间 的 运动 ， 
这 一 效应 就 不 能 忽略 了 . 
地 球 公转 的 角速度 为 地 球 自转 角速度 的 1/365. 地 球 离 太阳 的 距离 与 地 球 


半径 之 比 为 地 x 10. 因此 ,地 球 公转 的 向 心力 与 地 球 自转 的 向 心力 之 比 为 


1 \* 1 5 
E33 x 可 X 105z0.2， 


科 里 奥 利 力 之 比 为 355~0.03， 因此 由 于 地 球 公转 所 引起 的 非 惯 性 效应 比 起 地 


球 目 转 的 非 惯 性 效应 要 小 1 一 2 个 数量 级 ,一般 均 可 忽略 . 本 节 我 们 讨论 地 球 自 
转 的 非 惯性 效应 的 一 些 重要 例子 . 

(1) 重力 加 速度 g 堕 纬度 4 的 变化 

在 纬度 为 4 处 ,地 面 上 质量 为 m 的 物体 ,对 于 地 面 上 的 观察 者 来 说 ,受到 两 个 
力 : 地 球 的 引力 F 和 惯性 离心 力 F,. 实际 所 观察 到 的 重力 mg 是 和 下, 的 合力 : 


mg=F+F.. 
如 果 认 为 地 球 是 均 印 的 刚性 球体 , 则 下 的 值 各 地 相同 . 但 下 , 的 值 随 纬度 4 而 变 ， 
FF = mRwi cos A, (4.1) 


式 中 R 为 地 球 半径 . 因此 mg 的 大 小 和 方向 都 随 纬 度 4 而 变 , 大 小 的 变化 反映 
在 重力 加 速度 g 随 4 的 变化 ,方向 的 变化 反映 在 mg 的 方向 ( 即 铅 直方 向 ) 和 引 
力 下 方向 ( 即 地 球 半径 方向 ) 之 间 的 夹 角 a 随 4 的 变化 . 下 面 我 们 来 找 出 g 和 a 
随 、 而 变化 的 函数 关系 . 
将 下 .下 和 mg 之 间 的 关系 用 图 $.10 的 三 角形 来 表示 . 从 图 中 可 看 出 : 
FsinA = mesina, (4.2) 
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FsinA = mgsin(A + a), (4.3) 
F= mgcosea 十 三 .cos 人 六， (4.4) 
将 (4.1) 式 代入 (4.2) 式 得 
2 . 
sina = Kesna (4.5) 
28 


从 上 式 可 以 看 出 ,a 的 值 在 纬度 45" 处 最 大 . 如 果 我 们 把 4 = 45' 处 实测 的 g = 
9.806 2 m/s 的 值 和 ws 及 R 的 值 代入 上 式 , 可 算得 


Qnmax SA = 6 . (4.6) 


所 以 偏 角 a 是 很 小 的 , 当 we 是 一 级 小 量 时 ,a 是 二 级 小 量 . 
在 赤道 处 ,=a=0, 由 (4.1) 式 和 (4.4) 式 得 

F= m(go + Reo). (4.7) 

式 中 go 是 赤道 地 区 的 重力 加 速度 . 将 (4.7) 式 代 人 (4.3) 式 得 
(go + Raoi)sin A 

sin Acos a + cos Asina 
将 (4.8) 和 (4.5) 两 式 联 立 可 解 得 g 和 a 为 4 的 函数 ,但 这 样 解 出 来 的 g(4)》 和 
a(4) 将 是 很 复杂 的 沙 数 . 下 面 我 们 作 一 些 近 似 . 首先 将 (4.5) 式 中 的 g 用 go 来 
代替 , 即 


(4.8) 


有 一 


2 
Ron 


2g0 


sin 24. (4.9) 


sina 守 ea 


然后 将 (4.,9) 式 代入 (4.8) 式 ,并 取 cos as1 ,得 


Row; Rosecos 2 
sin A+cos A sin2A 1 + 人 
2g0 80 
Rwjcos' A 
(go + Rat) (1 ~ Rude ) 
B80 
wR 
= 人 (1+ 。 sin | (4.10) 
Bo 


(4.10) 和 (4.9) 就 是 g 和 a 随 1 改变 的 近似 公式 ， 如 果 我 们 把 4 =45" 时 的 g = 
9.806 2 m/s 及 w。 和 R 的 值 代 入 (4.10) 式 , 则 可 得 出 go =9.780 3 m/s .于 是 
我 们 得 g 的 近似 公式 为 

g = 9.780 3(1 + 0.005 3sin 2%) m/s’. (4.11) 
根据 上 式 所 算得 g 的 变化 如 下 表 所 示 : 
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20° 
9.7863 


ee 9.7819 


9.8107 9.819 1 


地 球 不 是 一 个 严格 的 球体 ,两 极 半径 小 ,赤道 半径 大 . 这 使 g 随 纬度 的 升 高 
而 增 大 的 效应 更 显著 ,但 比 自转 的 影响 要 小 . 
由 于 这 个 原因 , 备 地 实测 的 g 值 比 由 (4.11) 
式 所 计算 的 值 一 般 要 大 一 些 , 如 果 把 两 个 因 
素 都 考虑 进去 ,就 可 以 得 到 一 个 计算 g 的 更 
精确 的 公式 . 

(2) 落体 偏 东 

考虑 到 地 球 自 转角 速度 ww 是 一 个 小 量 ， 
略 去 wu 的 平方 项 ,得 质点 相对 于 地 球 的 运动 
方程 为 


ma 二 下 一 20xm (4.12) 图 5.11 
取 固 定 在 地 球 上 的 参考 系 Aryz,z 轴 向 南 ,y 轴 向 东 ,* 轴 垂 直 地 面向 上 ,如 
图 5,11 所 示 . 由 于 我 们 只 保留 w。 的 一 级 效应 ,因此 重力 方向 和 > 轴 平 行 
而 


OW) 一 cy0e3 


= wo — cos Ai +t sin Ak), (4.13) 


式 中 为 A 点 的 纬度 . 将 (4.13) 式 代 人 (4.12) 式 得 


mr = F,+ 2 mwo ysin 4, 
， y = 下 ,一 2mwo (xsin A 十 zcos A), (4.14) 


mz 一 天 .十 2 mewo ycos A. 


如 有 果 质 点 从 有 限 高 度 h 以 初速 v =0 自由 下 落 , 不 考虑 阻力 等 其 他 力 的 作 
用 ,重力 mg 看 成 常数 , 则 对 (4.14) 式 积分 可 得 


二 2wo ysin 人 ， 
2 te = Aeon (4.15) 


x 三 一 Et 十 2cooycos 人 . 


将 (4.15) 式 代 人 (4.14) 式 ,继续 略 去 wi 项 ,只 保留 到 we 的 一 级 项 ,得 
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7 = 0， 
y = 2gtwocos A, (4.16) 
=-—g. 
再 积分 两 次 得 
过 = 三 0， 
1 ,3 
YY 二 58 cocos A, (4.17) 


z= 二 用 一 Fa8t 
消去 上 得 落体 的 轨道 方程 为 


Cs (4.18) 
这 是 位 于 东西 铅 直面 内 的 半 三 次 抛物 线 . 当 落 体 到 达 地 面 时 z =0, 由 (4.18) 式 


可 得 落体 偏 东 的 数值 为 


y= 3 woh cos A (4.19) 


落体 偏 东 效应 已 被 许多 实验 所 证 实 . 

(3) 健 科 所 

假如 在 北极 悬挂 一 摆 , 使 之 作 微 振 动 ,在 惯性 系 中 的 观察 者 看 来 摆 的 振动 面 
始终 在 铅 直 平面 内 . 考虑 到 地 球 以 角速度 ov 自 。 
转 , 因 此 在 非 惯 性 系 的 地 球 上 的 观察 者 看 来 , 摆 的 
振动 面 以 角速度 -~ ou 转动 . 这 是 傅 科 (Foucault ) 
在 1860 年 首先 指出 的 , 借 此 可 以 直接 证 实地 球 是 
具有 自转 的 . 除了 在 赤道 以 外 ,其 他 各 地 都 可 观察 
到 这 种 效应 ,但 在 两 极地 区 这 种 效应 最 显著 ,下 面 
对 这 个 问题 作 一 近似 分 析 . 

设 摆 长 为 /, 摆 锤 的 质量 为 m, 欣 杆 的 张力 为 
下 , 取 和 上 例 相 同 的 坐标 系 Axryz ,A 点 为 摆 锤 平衡 


时 的 位 置 , 则 张力 下 的 三 个 分 量 为 图 5.12 
F, =— 7 了 了， 
F, = -之 F， (4.20) 
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将 它 代 人 (4.12) 式 得 摆 的 运动 方程 为 


mx = 一 了 下 十 2 mewo ysin 人 ， 
ny = IF- 2mowolzsinX + zecos A), (4.21) 
“ i— xz 。 
nz = Ft 一 mg + 2mwoyeosA. 
外 加 一 个 约束 方程 
z+y +) = (4.22) 


解 这 四 个 联 立 方程 , 即 可 得 出 摆 的 运动 规律 . 但 这 一 组 方程 很 难 严 格 求解 . 考 
虑 到 微 振动 的 条 件 下 x 、y 和 xz、y 都 是 小 量 . 计算 中 只 需 保 留 到 一 级 小 量 , 因 而 
由 (4.22) 得 


{一 之 二 六 一 (二 六) 
2 2 
+y 
一 1 之 ~ 十 ) 
a 277 


因此 ,z 是 二 级 小 量 ,z 和 =z 也 是 二 级 小 量 . 在 忽略 二 级 小 量 的 情况 下 由 (4.21) 
中 的 第 三 个 方程 可 得 下 = mg, 代 人 另 两 个 方程 得 : 
并 一 2wo ysin A +w x= 0， 
。。 。 (4.23) 
y+2wo0rsinaAt wy = 0， 
式 中 w= g/l. 用 i=V 一 1 乘 上 面 的 第 二 式 , 然 后 再 与 第 一 式 相 加 ,得 一 个 复 变 
数 方 程 


EF +i2w ésinA+wé = 0, (4.24) 
其 中 
E= 工 +iy， 
方程 (4.24) 的 通 解 为 
E = 4Ae + Be ， (4.25) 


其 中 A 、B 为 两 个 复 常 数 ,由 初始 条 件 决 定 . xn， 和 n, 为 特征 方程 
n +i(2wosin A)n+w’ =0 
的 两 个 根 : 
nl = iwosinAtiv wsin A+w SS- iwsinA + iw, 
ny = iwosinA iV wsin A ow 2 iwosinA - iw. 
将 (4.26) 式 代入 (4.25) 式 得 
=e “(Ae”+Be™). (4.27) 


(4.26) 
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当地 球 没 有 自转 , 即 oo =0 时 ,由 (4.27) 得 
E=&-Ae”+Be.™ 
=({A+B)coswt t+i(A— B)sin wt =r +iy. 

所 以 

ir = (A + B)ecos wt, 

vy = {A - B)sin wt. 
上 式 表 示 当 地 球 自转 效应 忽略 时 , 摆 锤 走 一 椭圆 轨道 ,x 和 分别 为 椭圆 的 两 
个 主轴 . 当 wo 天 0, 即 考虑 了 地 球 的 自转 效应 时 ,由 (4.27) 式 得 


E =r+iy=[cos(wotsin2) -isin(wotsin 4)](x +iy’) 


(4.28) 


=[z cos(wotsin A)+ vy sin(worsin A)]+ 


i[ x sin(wotsin A)+ vy cos(wo tsin A)]. (4.29) 
所 以 
T= cos(motsinA) + y sin(wo,tsinA), 
, ， (4.30) 
y =~ x sin(wotsin A) + y cos(worsin A). 
这 表明 摆 锤 平面 作 周 期 为 


T=2- .2x /二 
WW gs 


轨道 为 椭圆 . 另 一 方面 此 椭圆 的 轴 x 和 vy 又 以 角 速 
度 - wosin 4 绕 Oz 轴 转 动 , 亦 即 摆 的 振动 面 以 角速度 
一 wosin 4 旋转 ,它们 的 几何 关系 如 图 5.13 所 示 . 
1851 年 健 科 在 巴黎 作 了 第 一 次 这 样 的 实验 ,他 所 
用 的 摆 长 1 = 67 m , 摆 锤 重 28 kg, 巴 黎 的 纬度 为 49"， 
sin As0.75, 摆 锤 所 走 的 椭圆 长 轴 为 3 m, 摆 的 周期 为 


16 s, 而 椭圆 旋转 的 周期 则 为 32 hh. 图 5.13 
“$5.5 拉 莫 尔 进 动 ”经 典 力学 对 
磁 共 振 现象 的 解释 


带电 粒子 作 旋 转运 动 时 ,除了 机 械 角 动量 工 外 ,同时 必 有 磁 矩 yp 存在 ,两 者 之 间 的 关系 
表示 为 
下 = 并， (5.1) 
式 中 


(5.2) 
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称 为 旋 磁 比 . 当 > 为 正 时 ,A 和 工 的 方向 相同 ;7 为 负 时 ,pp 和 的 方向 相反 . 下 面 我 们 以 电 
子 作 圆 轨道 运动 为 例 对 这 种 关系 作 一 说 明 . 
根据 磁 矩 的 定义 ,电子 罗 道 运动 的 磁 矩 / 为 
tt 二 19， (5.3) 
式 中 了 是 电子 运动 时 所 产生 的 电流 ,S 为 电流 所 围 面 积 . 设 电 子 作 半 径 为 R 的 圆周 运动 ,其 
角速度 为 w, 则 


[= aie? SsS=xR 
式 中 ( ~。) 为 电子 电荷 . 将 它们 代入 (5.3) 式 得 
pe = 二 本 oR (5.4) 
电子 绕 半 径 为 R 的 圆周 运动 时 的 机 械 角 动 量 L, 为 
Li= rx mv|= mwR’, (5.5) 


式 中 mm, 为 电子 质量 . 比较 (5.4) 和 (5.5) 两 式 ,并 考虑 到 电子 带 负 电 , 它 的 运动 方向 和 电流 方 
向 相反 , 即 得 


Hi 二 一 L. (5.6) 
7 。 
所 以 电子 轨道 运动 的 旋 磁 比 为 
Ye 三 一 2 (5S.7) 
从 电磁 学 中 我 们 知道 , 磁 矩 为 下 的 粒子 在 磁场 中 中 将 受到 一 个 力 拖 
MT =HX 了 B (5.8) 
的 作用 . 因此 将 (5.1) 式 代入 角 动 量 定理 得 磁 矩 为 & 的 粒子 的 运动 方程 为 
= MxB--yBxlL, (5.9) 
或 
dp 
dr -YBxEp. (5.10) 
我 们 以 前 曾 指 出 , 常 模 矢 量 4 对 时 间 的 微 商 可 表示 为 
=wxA, 


式 中 @w 为 4 转动 的 角速度 . 将 它 和 (5.9)、(5.10) 式 比较 ,可 知 工 和 jz 均 为 常 模 矢量 ,在 磁场 
B 的 作用 下 ,L 和 J 的 大 小 都 不 变 ,但 其 方向 则 以 角速度 
w=—7yB (5.11) 
绕 磁 场 B 作 进 动 ， 当 pg 种 工 的 方向 相同 时 (y 为 正 ,如 质子 ),w 的 方向 和 B 方向 相反 ,如 图 
5.14(a) 所 示 ; 当 上 和 工 的 方向 相反 时 (y 为 负 , 如 电子 ),w 的 方向 和 中 方向 相同 ,如 图 $.14 
(b) 所 示 . 下 和 二 的 这 种 运动 是 由 拉 莫 尔 首先 发 现 的 ,所 以 这 种 运动 称 为 拉 莫 尔 (Larmor) 进 
动 ,w 称 为 拉 葛 尔 频 率 . 
拉 莫 尔 进 动 可 用 来 定性 地 解释 磁 共 振 ( 顺 磁 共 振 和 核磁 共振 ) 现 象 . 磁 共 振 是 这 样 一 种 
现象 :总 角 动 量 不 为 零 的 诛 子 或 自 旋 不 为 零 的 原子 核 ,在 恒定 外 磁场 B, 中 ,如 在 垂直 B, 的 
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图 5.14 


方向 上 再 加 上 一 个 弱 的 交 变 磁场 B", 则 当 B’ 的 频率 v 和 B, 满足 条 件 
hy = gus Bo ，, 顺 磁 共 据 ， 
hv = gxpvBo， 核磁 共振 
时 ,将 发 生 共振 而 大 量 吸 收 能 量 . 式 中 ps = ehl2m. 
是 玻 尔 (Bohr) 磁 子 , ps = eh/2m, 是 核磁 子 ,g 和 gg、 
称 为 朗 德 (Lande) 因 子 , 视 不 同 的 原子 和 原子 核 而 
异 . 下 面 我 们 从 经 典 力 学 角度 来 讨论 一 下 这 个 问 
题 . 
如 图 5. 15 所 示 , 设 Oryz 是 空间 固定 坐标 系 ， 
Oz 轴 的 方向 为 外 磁场 Bo 的 方向 . 设 粒 子 的 磁 拖 方 
向 和 角 动 量 方向 一 致 ,根据 拉 莫 尔 进 动 理论 , 磁 矩 jy 
将 以 角速度 


(5.12) 


@" = 7Bo = ~ wlk (5.13) 
绕 Oz 轴 作 进 动 ,wi = YB。. 图 5.15 
现在 我 们 在 垂直 B。 的 方向 ( 设 为 Or 轴 方 向 ) 
加 一 交 变 磁场 ; 
B’ = 2B,cos wti. (5.14) 


这 个 交 变 磁场 可 看 成 是 两 个 大 小 相等 ,一 个 左旋 ,一 个 右 旋 的 圆 偏振 磁场 B, 和 B; 的 又 加 
(图 5.16): 
B'=B,+B,, 
B, = Bicos wti— Bsin wii, 
B,= Bcos wii t+ Bsin wti. (5.15) 
号 的 旋转 方面 和 磁 矩 4 的 进 动 方 向 相同 , B, 则 相反 . 现在 我 们 暂 不 考虑 B, ,只 看 附加 了 
Bi 后 所 出 现 的 新 情况 . 
在 Oxyz 系 中 看 来 ,根据 拉 莫 尔 进 动 的 理论 ,此 时 磁 矩 p 不 再 绕 B, 作 进 动 ,而 是 绕 
B.=B,+B. 
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作 拉 莫 尔 进 动 . 由 于 B, 的 方向 是 不 断 变 化 的 , 故 很 难 直观 地 看 出 je 究竟 是 怎样 运动 的 ， 


图 5.16 
现在 我 们 取 图 5.15 中 的 另 一 个 参考 系 Orz'y' > ,其 中 Oz 轴 和 Oz 重合 ,Ox 轴 以 角速度 
四 wk (5.16) 
绕 Oz 轴 旋 转 . 在 Ox yz 系 中 , 磁 矩 gg 所 受到 的 总 外 场 为 
B.=B,+B= Bk +Bi. (5.17) 
在 惯性 系 Oryz 中 , 磁 矩 & 的 运动 方程 为 
EyB.xp 
利用 
d ad 
a a 2” 
得 磁 矩 4 在 Or'yz 系 中 的 运动 方程 为 
= Bx p= oxp, (5.18) 
其 中 B= (Bo- SE)k +Bi = wk +B (5.19) 
(5.18) 式 中 的 wl 为 Orzy xz 系 中 新 的 拉 莫 尔 进 动 频率 ,其 大 小 为 
wi = (ol ~ w) + (7B,). (5.20) 


下 面 我 们 分 几 种 情况 对 这 一 结果 作 讨 论 . 

(1) 车 B=0,w= wi,; 即 没有 附加 磁场 , 且 Ox'yzx 系 以 原 拉 莫 尔 频率 w! 作 旋 转 . 这 时 
由 (5.19) 式 得 B'. =0, 它 表明 在 Or yz 系 中 磁 撼 不 会 发 生 进 动 , 其 方向 是 固定 不 变 的 . 我 
们 不 妨 假定 & 在 Oyz' 平 面 内 ,于 是 4 将 跟着 Oy'z 平面 一 起 转动 ,并 且 与 Oz 轴 的 夹 角 6 不 
变 , 从 Oxryz 系 中 看 这 一 现象 ,就 是 j# 以 角速度 - wtK 在 作 进 动 . 磁 矩 上 在 磁场 B 中 的 势能 
为 

V=~-p'B= ~ Beos 0, 

即 然 py 和 8B 的 夹 角 9 不 变 ,所 以 体系 的 能 量 也 不 变 . 

(2) 车 B, 关 0,w= wtl. 这 时 由 (5.19) 式 得 B= B,i 这 表示 在 Or yx 系 中 ,jp 将 绕 
Ox 轴 作 进 动 , 它 使 & 和 B。 的 夹 角 增 大 ,从 而 使 体系 的 能 量 增 大 . 由 于 B, < Bo , 进 动 十 分 组 
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爆 , 因 此 能 量 吸收 过 程 可 持续 进行 . 这 就 是 上 面 所 说 的 磁 共 振 现 象 . 用 起 =A/2r 乘 由 = 中 
两 边 , 即 可 得 到 频率 条 件 (5.12). 

(3) 若 Bj 关 0, 但 ww 关 wl . 这 时 由 (5.19) 式 知 B' 并 不 在 Ox 轴 方 向 ,因而 p 将 不 是 绕 
Or 轴 作 进 动 ,因此 jp 和 8B。 间 的 夹 角 8 随时 间 增 加 和 减少 交替 出 现 ,从 而 粒子 的 能 量 也 是 增 
加 和 减少 交替 出 现 . 因为 B, 的 频率 极 高 ,因此 平均 来 说 观察 不 到 能 量 的 吸收 ,共振 现象 不 可 
能 出 现 . 

土 面 我 们 只 讨论 了 吾 的 作用 ,现在 再 来 看 B, 的 作用 . B, 的 旋转 方向 和 wf? 的 方向 相 
反 , 因 此 在 满足 频率 条 件 w= w? 时 ,由 (5.19) 式 ,B. 将 是 

有 = Sk +Bi, 

不 可 能 在 Ox 轴 方 向 , 它 和 情况 (3) 一 样 ,平均 效应 为 零 , 可 以 不 必 考 虑 . 

以 上 是 从 经 典 力学 的 角度 来 讨论 单个 粒子 的 磁 共 振 现 象 的 . 实际 问题 中 样品 总 是 由 大 
量 粒 子 组 成 的 ,必须 考虑 统计 规律 性 . 并 且 对 于 原子 领域 的 问题 ,经 典 力学 应 由 量子 力学 取 
代 , 所 以 上 述 理 论 只 是 一 种 定性 的 近似 理论 . 


习 题 


5.1 分 别 用 质点 运动 学 .刚体 运动 学 和 相对 运动 学 方法 求 85.1 例 2 中 质点 A 的 速度 ， 
每 一 种 方法 又 分 别 用 直角 坐标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 三 种 坐标 的 单位 矢量 表示 

5.2 在 上 题 中 , 选 一 种 你 认为 最 方便 的 单位 矢量 ,用 相对 运动 学 的 方法 求 质点 A 的 加 

5.3 半径 为 RR 的 圆周 在 自身 平面 内 以 角速度 w 绕 圆周 上 一 固定 点 C 沿 道 时 针 方 向 转 
动 ,一 质点 M 在 此 圆周 上 以 相对 速度 2Ru 沿 顺 时 针 方 向 运动 . 开始 时 质点 M 和 fC 点 在 同 
一 直径 的 两 端 . 求 质 点 M 的 绝对 速度 、 绝 对 加 速度 和 轨迹 . 

5.4 螺旋桨 飞机 在 空中 以 速率 wv 沿 半径 为 R 的 水 平 圆 形 轨道 转弯 , 求 螺旋 桨 和 铅 垂 轴 
成 8 角 的 位 置 时 ,螺旋 桨 端点 的 速度 和 加 速度 . 已 知 螺旋 桨 长 为 ,自转 角速度 为 w. 

5.5 质量 为 m 的 质点 位 于 光滑 水 平面 上 ,此 平面 以 角速度 w 绕 过 平面 上 O 点 的 铅 直 
轴 转 动 . 设 质点 受 O 点 的 吸引 ,引力 为 下 = - mw*r,r 为 质点 相对 于 O 点 的 矢 径 ,证 明 在 任 
何 起 始 条 件 下 ,质点 以 角速度 2w 作 圆 周 运动 . 

5.6 一 光滑 平面 以 角速度 w 绕 过 此 平面 上 O 点 的 一 固定 轴 旋 转 , 轴 与 此 平面 垂直 . 有 
一 质量 为 m 的 质点 日 ,在 此 平面 内 受到 A 点 的 吸引 ,A 与 O 的 距离 为 & ,吸引 力 与 质点 到 力 


心 A 点 的 距离 AB 成 正比 ,比例 常数 为 4w? m. 证 明 : 如 当 :=0 时 ,质点 自 高 DO 点 本 处 以 

初速 度 人 du 垂直 于 OB 发 射 , 则 质点 相对 于 平面 作 圆周 运动 ,并 求 质点 相对 于 固定 坐标 的 轨 
5.7 一 半径 为 R 的 圆 环 以 角速度 \/ 效 绕 其 竖 直 直径 旋转 , 环 上 套 一 小 珠 , 今 给 小 珠 以 

初始 速度 ,使 它 可 以 自 环 的 最 低 点 沿 环 升 至 最 高 点 ,证明 质点 走 完 第 一 象限 所 需 的 时 间 为 
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V CT lnf(w nt+2+v n+1). 


5.8 有 一 帆船 在 赤道 区 域 自 东 向 西行 驶 , 因 无 风 停 了 下 来 ,有 人 建议 船长 ,将 船上 一 只 
重 为 200 kg 的 锚 升 至 20 m 高 的 权 杆 顶端 ,可 使 船 继续 向 前 行驶 ( 船 的 其 余部 分 的 重量 为 
2 000 kg). 你 认为 这 一 建议 是 否 可 行 , 试 定量 解释 之 . 

5.9 光滑 钢丝 圆圈 的 半径 为 ~, 其 平面 为 铅 直 ,圆圈 上 大 有 一 质量 为 六 的 小 环 ,如 圆圈 
以 加 速度 4 沿 竖 直方 向 运动 , 求 小 环 的 相对 速度 及 圆圈 对 小 环 的 作用 力 . 


5.10 一 轮船 以 速度 * 沿 杰 道 航行 , 试 证 明 物体 重量 有 到 的 误差 ,。 为 地 球 转动 角 速 


度 . 

5.11 在 北纬 4 处 将 质量 为 m 的 物体 垂直 上 抛 ,到 达 h 高 后 又 落 回 地 面 ,不 计 空气 阻 
力 , 求 落地 点 和 抛射 点 的 偏离 距离 . 

5.12 在 北纬 4 的 地 球 表 面 ,向 正 东 以 初速 w, .仰角 a 发 射 炮弹 ,不计 空气 阻力 , 求 炮弹 
落地 时 的 矿 向 偏离 . 

5.13 对称 轴 为 错 直 的 抛物 线形 金属 丝 , 以 均匀 角速度 w 绕 对 称 轴 转 动 ,抛物 线 的 方程 
式 为 = 4ay. 有 一 质量 为 mm 的 小 环 套 在 此 金属 丝 上 . 求 小 环 的 运动 方程 . 

“$5.14 一 质点 约束 在 动 平面 Ory 上 运动 . 此 平面 用 球面 按 链 连接 于 O 点 , 它 的 法 线 
Oz 绕 固定 的 Oz。 轴 以 等 角速度 w 转动 ,Oz 和 Oz。 的 夹 角 为 g. 质点 受到 O 点 的 吸引 ,引力 
大 小 与 质点 离 O 点 的 距离 成 正比 . 求 此 质点 的 运动 ， 

“$5.15 长 为 1 的 轻 杆 OA 可 绕 水 平 轴 Ox 转动 ,Ox 轴 以 角速度 w 绕 铅 牌 轴 Oz 转动 ,在 
4 点 有 一 质量 为 m 的 质点 , 即 旋 转 单 摆 . 求 质点 的 运动 微分 方程 及 相对 平衡 位 置 . 

“5.16 讨论 色 加 速 参考 系 中 拉 格 朗 日 陀螺 的 运动 . 

5.17 质量 分 别 为 m 和 mm 的 两 个 质点 ,用 一 固有 长 度 为 / 的 弹 先 相 连 ,弹簧 的 劲 度 系 


数 为 上 = 2 . 将 此 体系 放 在 光滑 水 平 管内 . 设 开始 时 质点 相对 于 管子 静止 , 求 当 管 子 


绕 管 上 某 点 以 角速度 w 转动 时 ,两 质点 间 的 距离 随时 间 的 变化 . 
“5.18 一 光滑 平面 可 绕 固 定 的 水 平 轴 AA 自由 转动 ,一 半径 为 R, 质 量 为 m 的 圆 环 被 
约束 在 此 平面 上 绕 环 上 O 点 自由 转动 ,O 点 在 44 轴 上 , 求 圆 环 的 运动 方程 . 
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在 简单 介绍 平衡 的 稳定 性 和 线性 振动 概念 的 基础 上 ,本 章 着 重 讨论 多 自由 
度 体系 线性 自由 振动 的 一 般 处 理 方法 以 及 简 正 坐标 和 简 正 振动 的 概念 ,并 对 如 
何 找 简 正 坐 标的 问题 作 详细 的 讨论 . 以 一 维 晶 格 振动 和 分 子 振动 为 例 , 介 绍 微 
振动 在 物理 上 的 应 用 ,并 对 如 何 从 离散 频谱 向 连续 频谱 过 渡 的 问题 进行 讨论 . 
最 后 简单 地 讨论 多 自由 度 体 系 的 强迫 振动 和 非 线性 振动 ， 


$6.1 振动 的 分 类 和 线性 振动 的 概念 


振动 不 仪 在 宏观 的 工程 技术 上 大 量 存 在 ,而 且 在 微观 领域 (如 固体 物理 中 的 
蝇 格 振动 ,光学 中 的 分 子 振动 光谱 等 ) 也 普 记 存在 . 我们 在 普通 物理 和 高 等 数学 
中 已 经 讨论 过 一 个 自由 度 的 微 振动 . 在 以 前 的 讨论 中 ,我 们 曾 从 能 量 的 角度 出 
发 把 振动 分 为 自由 振动 .阻尼 振动 和 强迫 振动 三 类 . 自由 振动 能 量 守 恒 , 阻 尼 振 
动 使 机 械 能 不 断 转化 为 热能 ,而 强迫 振动 则 不 断 从 外 界 得 到 能 量 . 但 从 数学 的 
角度 看 ,这 三 类 振动 所 对 应 的 微分 方程 是 同一 种 类 型 的 . 数学 上 我 们 还 可 以 用 
男 外 的 标准 对 振动 进行 分 类 ,例如 按 体系 的 自由 度 分 类 ,或 按 微 分 方程 是 线性 的 
还 是 非 线性 的 来 分 类 等 等 ,如 表 6.1 所 示 . 表 中 共 分 6 种 情况 ,每 一 种 又 可 细 分 
为 自由 振动 .阻尼 振动 和 强迫 振动 . 以 前 只 讨论 了 表 中 的 情况 工 . 现在 我 们 要 
把 讨论 的 重点 从 工 扩展 到 工 , 即 从 一 个 自由 度 的 线性 振动 扩大 到 有 限 多 自由 度 
的 线性 振动 ,同时 对 非 线性 振动 也 将 作 一 简单 的 介绍 ， 


表 6.1 


单 自 由 度 


有 限 多 自由 度 


什么 叫 有 限 多 自由 度 的 线性 振动 呢 ? 自由 度 的 概念 不 需 再 作 解 释 , 线 性 振 
动 就 是 体系 的 运动 微分 方程 是 线性 方程 . 例如 单 摆 的 运动 方程 


dE + Fsin 0=0 
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就 不 是 线性 方程 . 但 当 振幅 很 小 时 , 取 sin gs0 ,得 到 的 方程 
+ 0=0 


就 是 线性 方程 . 如 果 还 存在 与 速度 成 正比 的 阻力 - 80, 或 与 时 间 有 关 的 强迫 
力 , 上 面 的 方程 将 变 为 


664+70= 有 1)， 


这 个 方程 仍 是 线性 方程 . 

从 物理 上 讲 ,什么 样 的 振动 可 以 看 成 是 线性 振动 昵 ? 从 单 摆 的 例子 中 看 到 ; 
一 般 情 况 下 单 摆 的 运动 不 是 线性 振动 ,但 如 果 单 摆 的 振幅 很 小 ,并 且 只 考虑 一 级 
近似 , 那 就 是 线性 振动 . 这 个 结论 具有 普遍 性 , 即 力学 体系 在 平衡 位 置 附近 作 微 
振动 ,只 需 考虑 它 的 最 低级 近似 ,那么 不 论 是 自由 振动 .阻尼 振动 (阻力 与 速度 一 
次 方 成 正比 ) 还 是 强迫 振动 ,也 不 管 自由 度 是 多 少 , 所 得 到 的 体系 的 运动 微分 方 
程 都 是 线性 方程 ,这 种 振动 都 属于 线性 振动 ,是 实践 上 要 处 理 的 最 普遍 的 一 类 振 
动 问题 . 

为 了 讨论 体系 在 平衡 位 置 的 微 振动 问题 ,首先 要 研究 一 下 力学 体系 在 平衡 
位 置 的 性 质 . 如 果 一 个 力学 体系 初始 时 刻 的 速度 为 零 ,处 于 某 一 确定 的 位 置 ,并 
且 在 以 后 的 全 部 时 间 里 恒 处 于 此 位 置 , 则 此 力学 体系 处 于 平衡 状态 ,所 处 的 位 置 
称 为 平衡 位 置 . 在 $2.4 中 我 们 已 经 指出 ,保守 体系 的 平衡 位 置 由 势能 取 极 值 
的 条 件 

元 =0， 1 二 工 ,2，… ,7 

体系 的 平衡 位 置 可 分 为 三 种 不 同 的 情况 :稳定 平衡 .不 稳定 平衡 和 随 遇 平 
衡 . 图 6.1 表示 重力 场 中 的 小 球 所 处 的 三 种 平衡 位 置 :(a) 是 稳定 平衡 ,(b) 是 
不 稳定 平衡 ,(c) 是 随 遇 平 衡 . 但 上 述 取 极 值 确定 的 平衡 条 件 并 没有 指出 相应 的 
平衡 位 置 是 稳定 平衡 .不 稳定 平衡 还 是 随 遇 平 衡 . 对 振动 问题 来 说 ,有 实际 意义 
的 是 稳定 平衡 的 位 置 . 

托 里 拆 利 (EE. Torricelli,1608 一 1647) 在 1644 年 就 已 经 指出 ,在 重力 作用 下 


OO 0 QO 


(c) 
图 6.1 
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的 力学 体系 , 当 其 重心 处 于 约束 所 允许 的 最 低位 置 时 ,体系 所 在 的 位 置 是 稳定 
的 . 拉 格 朗 日 将 托 里 拆 利 的 这 一 原理 推广 到 任意 保守 体系 的 情况 ,并 建立 了 保 
守 体 系 平衡 位 置 稳定 性 的 拉 格 朗 日 定理 :如 果 在 某 一 位 置 ,保守 体系 的 势能 有 严 
格 的 极 小 值 , 则 此 位 置 是 体系 的 稳定 平衡 位 置 . 

1788 年 拉 格 朗 日 在 4 分析 力学 》 一 书 中 最 早 提 出 这 个 定理 ,但 定理 的 严格 证 
明 是 由 勒 襄 ' 狄 里 赫 里 给 出 的 ,因此 这 个 定理 又 称 勒 囊 ' 狄 里 赫 里 定理 . 数学 上 
已 证 明 ,势能 取 极 小 值 的 条 件 , 当 自 由 度 为 1 时 是 


dV _ 上 Vv 
dg | da” (1.1) 
自由 度 为 2 时 是 
oV oaV 
一 = 一- =10， 1.2 
9gi 9g2 ( ) 
dV YY VavV 
(元 于 | - 上 dg; < 0， 
1. 
Fy (1.3) 
a91 这 


拉 格 郎 日 定理 的 逆 问 题 一 一 平衡 位 置 的 不 稳定 性 准则 ,迄今 还 没有 完全 解 
决 ,但 已 经 证 明 如 果 势 能 在 平衡 位 置 取 极 大 值 , 则 是 不 稳定 平衡 ;势能 是 常数 则 
是 随 遇 平 衡 . 


3 6.2 两 个 目 由 度 保守 体系 的 自由 振动 


微 振 动 问题 用 拉 格 朗 日 方程 讨论 最 方便 . 我 们 先 讨论 自由 度 为 2 的 保守 体 
系 的 自由 振动 . 设 体系 的 两 个 广义 坐标 为 zl 、x;, 则 体系 的 运动 方程 为 
d 9T 3T ,3V 


dt oz 9zl 9zi 
d 2 了 9T 9V 


村 一 一 一 于 = 0 


在 $2.7 让 曾 指出 ,如 果 体 系 所 受 的 约束 是 稳定 的 , 则 动 能 TT 必 为 广义 速度 的 
二 次 齐 次 式 . 对 于 平衡 位 置 附 近 的 微 振 动 来 说 ,体系 的 约束 一 定 是 稳定 的 . 因 
此 动能 了 可 表示 为 


2 


1 。 ， ， 。 
人 = 二 和 A XT, = 3 (Audi? + 2Antit + As 站 )， (2.2) 


其 中 有 A， 是 广义 六 的 国 数 并 且 
A (ir) = A (tisr2). 


= 0， 


(2.1) 
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势能 V 和 广义 速度 无 关 , 仅 是 广义 坐标 的 函数 : 
V= V(xri,7r). 
上 述 并 未 对 本 和 V 的 函数 形式 作 任 何 限制 和 近似 . 为 了 对 工 和 V 作 简 化 
和 近似 , 取 平 衡 位 置 为 广义 坐标 xz， 和 x, 的 零点 ,将 势能 V(x,x;) 和 动能 T 
中 的 系数 A, (x ,7;) 在 平衡 位 置 用 泰勒 级 数 展开 : 


{9aV 1/ ooV 
— 时 一 一 一 -一 
V(xi,rs) = V(0,0) + > (3 ) > + DI) ts * ) ， 
(2.3) 
1934， 
Ar = AAOOD + DH) wr (2.4) 
i=1 1 i0 


(2.3) 式 中 的 V(0,0) 是 体系 在 平衡 位 置 的 势能 因为 势能 的 零点 可 以 任意 
选取 ,我 们 就 选取 V(0,0) =0, 同 时 由 于 平衡 位 置 势 能 必 取 极 值 ,因此 [3] 


必 为 零 . (2.3) 中 的 (* * ) 表 示 zi 三 次 以 上 的 项 ,体系 在 平衡 位 置 作 微 振动 时 ， 
xz1、Y2 都 是 小 量 , 因 此 (* x ) 是 z 的 三 阶 以 上 的 小 量 , 综合 以 上 各 点 考 瑟 , 如 果 
人 可 将 (2.3) 式 简化 为 


2 
1 
V(ri,r:) 二 万 3 (去 所 ) Ti Fbux 十 2b 1 TI1, 十 bz 2 ) ， 


(2.5) 

式 中 ,= (503) = ,是 常数 

保守 体系 在 平衡 位 置 作 振动 ,不 仅 广 义 坐 标 zx, 、x, 是 小 量 , 而且 广 义 速度 
71 .7; 也 一 定 是 小 量 ,根据 能 量 守恒 ,我 们 可 以 假定 它 和 x, 、x, 是 同 级 小 量 . 在 
势能 V 的 展开 式 (2.5) 中 ,只 保留 到 二 级 小 量 , 因 此 在 动能 人 的 表示 式 中 也 只 
要 保留 二 级 小 量 . 由 于 (2.2) 式 已 是 z, 的 二 次 式 ,因此 (2.4) 的 展开 式 中 系数 
4, (ziyzz) 只 要 取 零 级 近似 即 可 : 

A; (Xi, Ts TA (0,0)= a,. 

于 是 动能 了 工 可 表示 为 


半 
T= > a, Ti = Fan + axl 十 QT 2 )， (2.6) 


式 中 ww， 二 QI 二 
将 (2.5) 和 (2.6) 代 入 (2.1) 得 


Ql 工 十 Qi 并 ， + nzl 十 0 = 0， 
(2.7) 


| 
©O 


dy T+ dy To + Oxi + by 三 
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0 (2.8) 


(2.7) 是 一 个 二 阶 常 系数 线性 齐 次 常 微分 方程 组 , 可 用 常规 方法 来 解 ,在 我 
们 的 情况 下 可 直接 取 试 解 为 


x! = A,sin(wt + a), 
| (2.9) 
> 一 A,sin( wt 十 a ) ， 
将 (2.9) 代 人 (2.7) 得 
AD -aunw ) 十 4;(p， -aow) = 0， 
， ， (2.10) 
4 —- anaw )+ A(b, ~ anw ) = 10， 
或 
2 
VA, - aw ) = 0,7= 1,2. (2.11) 
j=1 
方程 (2.10) 有 一 个 明显 的 解 A, = A, = 0, 由 此 得 rz, = x,=0, 它 对 应 于 体 


系 的 平衡 状态 ,不 是 我 们 所 需要 的 解 . 要 使 (2 10) 中 的 A,、A, 有 异 于 零 的 解 ， 
根据 线性 齐 次 代数 方程 的 理论 ,方程 的 系数 行列 式 必须 为 零 . 考虑 到 a,, = au， 
p = bi, 得 
bl 一 Go b12 一 Go 
总 一 Co by —ayw 
=(bu -anw ) (by anw )- (by -avrw )=0, (2.12) 
这 个 方程 称 为 久 期 方程 或 频率 方程 ,由 它 可 决定 试 解 (2.9) 中 的 频率 所 必须 满足 
的 条 件 . 一 般 来 说 , 像 (2.12) 这 样 一 个 关于 w? 的 二 次 代数 方程 的 两 个 根 可 正 、 
可 负 , 还 可 以 是 复数 . 但 在 我 们 的 情况 下 ,可 以 证 明 它 恒 有 两 个 正 的 实 根 下面 
我 们 来 给 出 这 个 证 明 . 
体系 只 有 在 稳定 平衡 位 置 附近 作 振 动 才 是 微 振动 . 在 平衡 位 置 势能 V 取 
极 小 值 . 因此 V 的 表示 式 (2.5) 中 ,只 要 zx, 、x, 不 同时 为 零 , 必 有 V >0, 这 要 求 
系数 51, .2 和 02 之 间 满 足 一 定 条 件 . 首先 ,由 于 xz， 和 x, 是 互相 独立 的 ,因此 
当 zrz=0 时 ,要 使 (2.5) 为 正 , 必 须 5 >0. 同样 , 当 z, =0 时 要 求 V>0, 必 须 
有 52>>0. 其 次 ,我 们 把 (2.5) 式 改写 为 


1 ， 
V=a— [l(brit byr) + (bb -bi,)r], 
22 


26 
要 使 上 式 恒 正 ,必须 满足 条 件 51.5,, - 56;, >0. 所 以 对 于 势能 V 的 系数 , 必 有 
bu >0, >0， 501p -6b, >0, (2.13) 


同样 ,由 于 动能 工 >0, 可 以 推断 必须 
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a >0,4aw >0,auna» —- at >0. (2.14) 
由 (2.13) 和 {2.14) 即 可 保证 久 期 方程 (2.12) 有 两 个 正 根 . 用 f(w’ ) 表 示 方 程 
(2.12) 的 左 端 , 作 f(w’) 一 w 的 图 形 . 当 w=0 时 ,f(0)= bb 61,>0; 当 
w +H,f(+ 0%)=(ana» -al)w' >0; 当 ?= 人 时 ， 


11 


MY 
/2 )=- (6 -a ) <0; 
以 11 


Ql 


当 we = 2 时 ， 
他 22 


: pa 
/=- (ba <0. 
22 


他 22 
由 此 可 以 得 出 结论 : f(w) 在 w=0 和 ww* 一 + 区间 内 必 有 两 次 通过 模 坐 标 
轴 , 如 图 6.2(a) 所 示 . 这 就 证 明了 久 期 方程 (2.12) 必 有 两 个 正 的 实 根 ,我 们 令 它 
们 为 1 和 cy . 


flw’) Jo 


ww? 


(a) (b) 
图 6.2 


将 久 期 方程 的 两 个 根 w? 和 w; 代入 (2.10) 中 的 任意 一 式 即 可 得 出 试 解 
(2.9) 的 两 个 振幅 的 比值 ， 


(1) 2 
4: Cw bu _ ul! 
(7 一 3 KH2 ， 
A bl 一 Qiaowl 
» , (2.15) 
A, 0 出 2 一 bl (2) 
(2) 2 HH2 ， 
Al bl — a ww? 


式 中 py”、p” 均 为 常数 ,py ” 和 AM 中 上 角 标 ; 表示 和 频率 w 相应 的 量 ,下角 
标 i 则 表示 第 i 个 振幅 . 将 (2.15) 代 入 (2.9) 式 ,最 后 可 得 方程 (2.7) 的 两 组 
特 解 


(1) 


(1) 一 (1) 
并] = A sin (ct 二 al)， 
(1) A (1) ， 
2 一 A Ai sin (wit+al); 
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2 (2) 
T= Asin(w,rtt+a,), 
2 (2) a (2) ， 
x) = A sin (wt + qa,). 


根据 线性 方程 的 原理 ,方程 (2.7) 的 通 解 是 这 两 组 特 解 的 线性 释 加 , 即 


- {1) 3 2) 1) (2) : 
TI = Cr +Czr = A sin(wt+a)t+ A sin(wt + a), 
,二 


us A sin(wt +a)t+ nu A sin (wt + oa,), 
(2.16) 
式 中 四 个 常数 A .AS CI、svQ; 由 初始 条 件 | (0) 、z (0) zx) (0)、z;(0) 决 
定 . 


入 期 方程 (2.12) 除 了 上 面 所 讨论 的 两 个 不 等 的 正 根 外 ,还 有 一 种 可 能 是 两 
个 正 的 等 根 ,在 


bl 0 D1 
ll 


0 72 Q 12 


时 就 是 如 此 . 这 时 f(w* ) ~ w 的 图 形 如 图 6.2(b) 所 示 ,曲线 和 坐标 轴 只 有 一 个 
切 点 ,此 切 点 的 位 置 就 是 重 根 w” 的 值 : 


pa 加 bp 2 加 bi 


ll G22 


Ow 


(2.17) 
此 时 不 论 A, .4A, 取 什 么 值 ,方程 (2.10) 都 能 满足 . 这 种 情况 下 我 们 可 取 两 组 特 
解 为 


1 = Alsin (wrti+a,), 


(1) 
2 = 0; 


(2) 
上 三 0， 


工人) = A,sin (wt+a,). 


而 通 解 则 为 


全 = Alsin (wt + ai)， 


2 


2.18) 
A,sin (wt + a,). ( 


【 例 1】 两 个 相同 的 单 摆 按 图 6.3 那样 耦合 起 来 ( 双 单 摆 )， 
求 体系 作 微 振 动 时 的 运动 规律 . 


图 6.3 
解 : 体系 的 自由 度 为 2, 取 9 和 9, 为 广义 坐标 , 则 
了 = 计 m2 人 + 6 十 26,6,), 
(1) 
V= 5 mgl {260° + 8), 


将 (1) 代 入 拉 格 朗 日 方程 得 
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2 人 + 6, +2 了 0 = 0， 
(2) 
G1 + + 六 ,= 0. 
令 方程 (2) 的 特 解 为 
19 = Alsin (wt + a), 
. (3) 
0, = A,sin (wt + a). 
将 (3) 代 入 (2) 得 
& 2 
2(£ -oo ) A — wiA, = 
(4) 
-oh (Ew)A,=0 
要 使 上 式 的 A, ,A， 有 不 恒 为 零 的 解 , 必 须 
EB 2 2 
2(& wi | w 22(£ 0 (5) 
,2 B&B _ 1 { 
(人 1 如 
由 (5) 得 
ml = (2 ~V2), wi = 了 (2 +V2). (6) 
将 (6) 代 入 (4) 中 的 任 一 式 得 
AD 2( 于 -ow 
= a 1- 
8 2 
A 2 号 -四 
5 = ( 一 = _vVI. (7) 


这 里 A 中 .A 人 .A.A4 为 方程 (4) 的 根 ,于 是 两 个 特 解 即 可 确定 ,而 通 解 则 由 它们 线性 释 


加 而 得 : 
| = AlVsin(wit+oa) + AAsin (wt + a), 


0, =V2A sin (wt+ aoa) -V2Al sin (wt + a,), 


常数 A1”、A1”、al as 由 初始 条 件 决定 . 
【 例 2】 试 求 如 图 6.4 所 示 的 两 个 耦合 振子 的 振 


动 频率 ， k m 天 
解 : 体系 的 自由 度 为 2, 取 振子 离开 其 平衡 位 置 = 
1 
的 位 移 人 1 和 7 为 广义 坐标 , 则 
T= 订 mm 人 + ri), 
， (1) 
V = hl +t (za 一 十] 


将 (1) 代 人 拉 格 朗 日 方程 得 


(8) 
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m Ti = — 2kri + krs, (2) 
nr, = kr 一 2kr;, (3) 
引进 两 个 新 的 坐标 di Ti 十 Ta 和 dT ,分 别 将 方程 (2) 和 (3) 相 加 减 , 得 
9 1 + Sg =0, 
j++ 32k, =0. 


nm 


由 此 得 y, 和 g; 振动 模式 的 频率 分 别 为 wj = Vv kjm 和 ws = W 3kim. 


36.3 个 自由 度 保 守 体 系 的 自由 振动 


由 两 个 自由 度 体系 的 自由 振动 可 以 推广 到 个 自由 度 体系 的 自由 振动 . 首 
先 写 出 体系 的 动能 和 势能 ,并 在 平衡 位 置 展 开 为 泰勒 级 数 ,保留 到 二 级 小 量 ,得 


了 = De » 
(3.1) 
I 
V = 7 0 
将 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 得 
Da Ft br =0, 7 112， (3.2) 
j= 
令 方 程 (3.2) 的 特 解 为 
Xi = Asin(wt +a), i= 1,2,. ,nn, (3.3) 
将 (3.3) 代 人 (3.2) 得 
恤 . 
Ab — aw ) = 0,7= 1,2,,n. (3.4) 
要 使 上 式 有 不 恒 为 零 的 解 , 其 系数 行列 式 必须 为 零 ; 
bi 一 Qi ou bil: 一 Qi ou” 0 一 alsw” 
2 an b2 一 a oo … 05， 一 aa o” 0 (3.5) 
已 一 Qi 心 ,， 一 ac 一 Co 


这 是 一 个 关于 w’ 的 ”次 多 项 式 , 它 有 7 个 根 w? (j=1,2,…,n), 可 以 证 明 这 些 
根 都 是 正 的 实 根 . 

下 面 求 振幅 比 . 将 w; 代入 (3.4) 式 ,把 A, 看 作 已 知 的 ,然后 对 nw-1 个 
A,,A;,… ,A, 求解 ,可 得 


6.3 nn 个 自由 度 保 守 体系 的 自由 振动 181 


4 = AAA 9 
J = 1 ,2，… ,7n. 
这 些 wj” 都 是 常数 ,共有 n(n 一 1) 个 . 
方程 (3.2) 的 一 个 特 解 为 
xz; = A sin (wt+a),i= 1,2，……，,7， (3.7) 
其 通 解 则 为 这 些 特 解 的 线性 和 琶 加: 


_ 0) 
zx 和 2 sin (wt + a;), (3 8) 
i = 1,2,'"",n. 

方程 (3.8) 中 共有 wn? 个 振幅 A” ,但 (3.6) 提 供 了 n(n -~ 1) 个 已 知 的 比值 . 因此 
这 nn? 个 振幅 中 独立 的 只 有 nn ?一 n(n 一 1)=n 
个 , 即 A1 ,4 ,AP ,再 加 上 个 相 角 a， 
a2,…,Q, ,共有 2n 个 待定 常数 ,它们 可 由 初始 
条 件 决 定 . 

[ 例 ] 设 有 三 个 相同 的 质点 m ,分别 系 于 张 得 很 
紧 的 弦 的 等 分 点 上 . 弦 的 两 端 固定 (如 图 6.5 所 示 ). 假 
定 弦 的 初始 张力 非常 大 ,各 质点 作 横 向 振动 时 ,张力 F 
可 以 看 成 常量 . 求 体系 的 振动 情况 . 

解 : 从 图 中 可 以 看 出 , 弦 的 伸 长 A! 为 

Al = [VV yta tM (yy vy) ta tvV(y yy) ta +V yta |-4a 


全 (全 (人 (二 (人 


所 以 弦 的 弹性 势能 为 
V = FAL= Fy ty yt tl (1) 
体系 的 动能 为 
T = mm( 只 二 只 十 闪 )， (2) 


将 荆 和 V 代入 拉 格 朗 日 方程 得 


se F 
nM yl + (2 — yi) = 0,， 


a F 
my2+ (2y -yy) = 0, (3) 


m ys+ (2y — y) = 0. 
下 面 解 这 个 方程 组 . 设 特 解 为 


y1 = Aisin (wt + 0), 
ys» = Assin(wt + oa), (4) 


y3 = Assin (wt + a). 
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引信 记号 
ga- £ 


并 将 (4) 代 入 (3) 得 
4i(o - 28)+ AiB = 0， 
AIB+ A(w -28)+ A;B = 0, 
A.B+ A;(w  — 28) = 0. 
要 使 代数 方程 (5) 对 于 4, ,A; ,A; 有 异 于 零 的 解 ,w 必须 满足 久 期 方程 : 
wo 28 B 0 
8 ao — 28 有 = (ww -28)(w -4Bu: +28) = 0. 


wi = (2 -V2)8， 
wi = 28， 
Uw? = (2 + V2)8. 


下 面 我 们 求 振幅 比 . 将 (7) 中 的 wi ,wz 和 wi 分 别 代 人 (5) 中 的 任意 两 式 , 可 得 


1 3 
A (0294 = VA, 
1) 有 (1) (1)， 
AA; 一 w! 38 Ai 9 
AP = - eo -28)4f = 0， 
AD = AD AD 
3 w! 一 28 2 1 
AB =- Gs 28) =- YA, 
46 一 B AAG = A 
\ wi -28 
于 是 最 后 得 方程 (3) 的 通 解 为 
y= Asin(wi+ta) + Asin(w t+a) + Asin (wt + ga), 


Ya = V2A'™ sin (or 二 ai) — V2A sin (wit + aa), 


yi = Asin(wt+ta)- Alsin(wtt+o) + Asin(wot + as), 


式 中 的 A1 .AP .AP 和 al ,as as 六 个 常数 则 由 初始 条 件 决定 . 
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(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


我 们 知道 ,一 个 力学 体系 的 广义 坐标 可 有 多 种 选取 方式 ,广义 坐标 选取 得 适 
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当 , 拉 格 朗 日 方程 就 容易 求解 . 那么 在 上 面 两 节 的 三 个 例子 中 ,我 们 所 取 的 广义 
坐标 是 否 是 最 适当 的 呢 ? 证 我 们 来 考察 一 下 这 个 问题 . 
先 看 双 单 摆 的 例子 . 如 果 我 们 不 取 那 里 的 9, 和 0: ,而 取 


1 
a 一 0 + 万 所， 
4 1 (4.1) 
2 一 0 一 —0, 
1 1 V2 2 
为 广义 坐标 ,情况 会 怎样 呢 ? 由 上 式 得 
十 
0 = gi 5 过 2 
(4.2) 
6， _ dqd1 42 
V2 
由 此 可 得 
T = Fm (2 + 20,6, + cS) 
1 1] \., 1 \,, 
V = 3 mgl (20 + 的) = Fmal( a + gq;). 
代入 拉 格 朗 日 方程 得 
0 + 所 v2 qa, = 0， 
{ V2+1 
万 (4.4) 
» gg 2 
22 十 了 万 -19 = 0. 


这 两 个 方程 互相 独立 ,每 个 方程 只 含 一 个 广义 坐标 ,并 且 都 是 谐振 动 方 程 ,因此 
立即 可 求 得 其 通 解 为 


和 = Aisin(wlt 十 ai)， 
qs 一 Asin(aw)t + a,), (4.5) 
其 中 
1 = 了 Y2 = 名 (2 -V2 9 
WA+T / ) jo 
4.6 
2 总 V2 & ( 
2 = 全 (2+TV2)， 
地 / 万- 7 V2) 


和 以 前 得 出 的 一 样 . 将 (4.5) 代 入 (4.2) 得 
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A A 
0 = sin (wt + al) + sin (wt + ay ) ， 
(4.7) 


A A, . 
0, 一 一 "sin (wt 十 al ) — Zsin (wt 十 pe 


V2 V2 
也 和 以 前 所 得 的 结果 一 样 . 在 双 单 摆 这 个 例子 中 ,用 (4.1) 式 所 规定 的 g, 和 g， 
作为 广义 坐标 ,显然 比 用 9,， 和 9, 要 方便 得 多 . 
从 这 个 例子 中 我 们 看 到 ,在 处 理 线性 振动 的 问题 时 如 果 所 选取 的 广义 坐标 
能 使 和 Y 同时 成 为 广义 速度 g, 和 广义 坐标 g, 的 平方 之 和 的 形式 ; 


1 » 。 
| 一 F(angi 十 a 二 "十 ang ), 
(4.8) 
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代入 (4.5) 得 


必 = 200cos wit, (4.11) 


qs; = 0. 


其 振动 模式 如 图 6.6(a) 所 示 , 它 等 效 于 一 个 所 长 为 7 = 捅 ~1.71, 初 速度 为 


零 , 初 位 置 为 20, 的 单 摆 的 运动 . 类 似 地 ,如 初 条 件 为 
6,(0)= 0,, 9,(0)= ~v20,, 
0 (0)=0, 6,(0)=0, 

则 可 得 


1 一 0， 
1 (4.12) 


gq» = 20ucos wi. 
其 振动 模式 如 图 6.6(b) 所 示 , 它 等 效 于 一 个 摆 长 为 1， -0.3 ,初速 度 为 
零 , 初 位 置 为 26, 的 单 押运 动 . 


图 6.6 


从 双 单 摆 这 个 例子 ,可 看 出 简 正 坐 标的 物理 意义 :如 果 体 系 在 振动 过 程 中 只 
以 一 个 频率 振动 ,其 余 频率 的 振动 没有 激发 , 则 反映 这 种 振动 模式 的 坐标 就 是 简 
正 坐 标 , 相 应 的 振动 模式 称 为 简 正 振动 或 本 征 振动 . 体系 的 任意 一 种 振动 状态 ， 
则 是 各 种 简 正 振动 的 线性 去 加 . 由 此 可 见 , 选 取 简 正 坐 标 ,不 仅 有 利于 方程 求 
解 ,而 且 还 直接 反映 了 体系 振动 的 物理 本 性 . 因此 在 微 振动 问题 中 ,我 们 总 希望 
能 选取 简 正 坐标 作为 广义 坐标 , 正 像 在 刚体 定点 转动 问题 中 ,我 们 总 是 取 惯 量 主 
轴 作 为 坐标 轴 一 样 . 

那么 如 何 去 找 简 正 坐 标 呢 ? 我们 将 介绍 三 种 方法 . 常规 方法 是 应 用 线性 代 
数 的 知识 ,通过 坐标 的 线性 变换 将 两 个 二 次 式 同时 化 为 平方 和 的 方法 来 得 到 . 
这 种 方法 我 们 将 在 下 节 详 细 介绍 , 它 同 时 也 给 出 了 寻找 惯量 主轴 的 一 般 方 法 . 
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第 二 种 方法 是 根据 简 正 坐 标的 物理 意义 ,分 析 体 系 的 一 般 振动 可 分 解 为 哪 几 种 
基本 振动 , 赁 物理 直觉 来 “猜想 "什么 是 简 正 坐标 ,我 们 将 在 $6.7 中 结合 实际 问 
题 对 此 作 一 些 讨论 . 本 节 只 介绍 第 三 种 方法 . 这 种 方法 在 自由 度 为 2 时 是 极其 
方便 的 ,因此 我 们 先 从 自由 度 为 2 的 情况 着 手 . 
设 z+, 、7, 是 任意 的 两 个 广义 坐标 ,gq, 、gq; 是 待 求 的 简 正 坐标 . 作 变换 
91 三 X11 + ar;, 
{” = Zi 十 有 za， 


式 中 .8 是 待定 的 . 由 (4.13) 可 解 得 


(4.13) 


(4.14) 


把 上 式 代入 
T= 


”27 a . 2 
(aunxi + 2ay x1r; + a T2), 


V = (Buri + 2by rr + bx?) 


中 , 则 人 和 Y 将 变换 为 用 g 和 g 来 表示 . 由 于 g 是 简 正 坐标 ,因此 中 的 4,6， 

项 的 系数 和 V 中 的 gi9; 项 的 系数 必 为 零 . 由 此 可 得 

ar(la + B)= aag+ a, 

fe + 8B) = blaB + by;. 

由 这 个 方程 解 出 a、8 后 代 人 (4.13) 式 , 即 可 得 到 简 正 坐标 . 例如 双 单 摆 的 问题 ， 
由 (4.3) 知 


(4.15) 


a =2ml’ ,ap = m/l, ay = ml’, 
buy=2mgl,b2y =0, 6b»= mgl. 
将 它们 代 人 (4.15) 得 
cac+p=2a8+1， 


2a8+ 1 = 0. 
解 此 方程 得 
-oo- -上 
"Bf 太 


代入 (4.13) 即 得 (4.1) 式 ,qi 、q; 确实 就 是 双 单 摆 的 简 正 坐标 . 
上 述 方法 对 于 自由 度 为 3 或 更 高 的 情况 也 是 适用 的 . 例如 对 于 n =3, 这 时 


可 令 
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dl 三 TI 二 ar 十 QZ3， 
G2 三 TI 二 az 十 Q2373， (4.16) 
23 = XI+ ayTr + ayr- 


后 将 x 、x;、x; 分 别 用 g, 、g,、g; 来 表示 ,再 代 人 人 研 和 V 中 , 令 g1g,、g193、 
gz93 和 gi19;、q193、9243 项 的 系数 为 零 ,得 到 6 个 方程 . 由 这 6 个 方程 可 解 出 
(4.16) 中 的 6 个 特定 系数 cu aa az ax ,am aa, 从 而 求 得 简 正 坐 标 g| 、g,、 
gq3. 对 于 n=4,n= 5S 亦 类 似 . 但 这 种 方法 在 自由 度 大 于 3 时 运算 起 来 十 分 
诬 烦 ,不 如 直接 用 下 节 的 常规 方法 . 


“$6.5 寻找 简 正 坐标 的 一 般 方法 


本 节 我 们 介绍 寻找 简 正 坐标 的 一 般 方 法 , 即 寻找 一 坐标 变换 
qs = > Cara, (5.1) 
月 
它 可 使 


为 简单 起 见 ,我 们 只 给 出 寻找 变换 系数 C。 ,的 具体 的 方法 步骤 ， 而 将 证 明 从 略 . 
要 将 两 个 二 次 式 同 时 变 为 平方 和 的 形式 ,首先 要 将 其 中 的 一 个 (假定 为 V) 先 化 为 平方 
和 的 形式 ,我们 采用 矩阵 的 表示 式 : 


V = QB80 = >) baqa ge. (5.2) 
a,B=1 
坐标 变换 (5.1) 用 和 矩阵 表示 就 是 
0 = CX, (5.3) 
或 用 其 转 置 矩阵 表示 为 
QO= XC. (5.4) 


将 (5.3) 和 (5.4) 代 入 (5.2) 得 
VvV= XC BCX = DX, 
其 中 
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DpD=CBC. 
我 们 的 目的 是 要 使 V 化 为 
V = 3 A 
的 形式 ,这 就 要 求 卫 为 对 角 和 矩阵 : 
41 0 0 
~ 0 A， 0 
D=CBC= . 
0 0 4， 
在 矩阵 理论 中 ,A1,*;,'…,4, 称 为 矩阵 B 的 本 征 值 ,它们 是 本 征 值 方程 
pi 一 从 bi 机 bi1, 
1 b22 — A b 
det[|B- 41|= =0 
pb, b,; 机 | 


的 根 , 式 中 工 是 单位 和 矩阵 ,矩阵 C 则 由 和 矩阵 B 的 本 征 矢 KK ,KK,,，… ,KK, 组 成 : 


-C= (KK,.… kk, ), 
Cs 


其 中 天 .= |. 
| 


是 对 应 于 本 征 值 4%。 的 矩阵 B 的 本 征 矢 , 它 由 方程 
BK.=AK,, 


亦 即 由 
Bue t buaC2s tt bays = ACLes 


pa Cs +t boyCss t+ bss = A,Cs,, 


bi Cs 十 ba (2 十 十 已 Cs 一 AaCna » 


a= 1,2,.…,n 


(5.5) 


(5.6) 


(5.7) 


决定 . 所 以 要 将 (5.2) 化 为 (5.5) 的 形式 ,全 部 运算 归结 为 解 两 个 方程 式 . 首先 是 解 和 矩阵 B 的 
本 征 值 方程 (5.6) ,由 它 可 直接 给 出 (5.5) 式 . 然后 解 矩 阵 B 的 本 征 矢 方程 (5,7) ,由 它 可 得 到 


着 阵 C, 从 而 得 到 新 旧 坐 标的 变换 关系 式 (5.1). 
[ 例 1】 将 V=2gi+ 子 +293 gg; 一 gsgs 化 为 平方 和 的 形式 ， 
解 : 


1 
2 
TT — 1 了 一 一 
V = (gi dQ; 93 ) 2 2 2 d: 
1 
2 


0 一 
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首先 解 本 征 值 方程 : 
2-4 -二 0 
3 * -5 = (314+)=0 
0 - 卫 2-14 


3 
A =2， A =3， = 了 


2C% -本 Ca=2C 
1 ,, 4 。 
3 Cnt 7 Ca Cal 2 (ai 
-了 Ca +2CN -2Ca 
它 的 一 组 归 一 化 的 解 为 
、 ] 1 
Cu = 过 ，Cu=0，Cu= 一 二 
ll 万 (3 万 
类 似 地 将 4, = 3 和 4， = 子 代入 (5.7) 可 解 得 另外 两 组 归 一 化 的 解 为 
、 1 、 2 > 1 
C 一 一 一 Cn 二 一 一 ， Cn = Oo; 
”V6 * v6 /6 
1 1 1 
Ci 一 二 ,C3= 志 ， C3 = 二， 
~ /3 /3 
从 而 得 新 旧 坐标 的 变换 矩阵 C 为 
1 1 1 
V2 V6 V3 
-2 1 
一 0 — 一 
5 V6 V3 
1 1 1 
Vi V6 v3 
将 (3) 代 人 (5.3) 得 
_ 1, .1,1+1, 
gl 7 1 3 2 /3 
< -二 ; + 
v6 v3 | 
地 = -二 : + 工 > + ir 
3 7”! V6 3 了 


由 (4) 可 解 得 
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1 
人 -万 (9 d3 ) ， 
1 
1 + (5) 


C3 一 方 @9 + gq2 十 gq3). 
(4) 和 (5S) 就 是 新 旧 坐 标的 变换 关系 . 根据 (5.5) 可 直接 写 出 变换 后 Y 的 表示 式 为 


Vo 233 i (6) 


将 (4) 代 入 (1) 也 可 得 到 (6), 这 可 作为 (5.5) 式 正确 性 的 一 种 验证 ， 

下 面 我 们 再 来 讨论 将 和 VV 同时 化 为 平方 和 的 形式 的 问题 . 在 完成 了 将 其 中 的 任意 一 
个 (现在 是 VY) 化 为 平方 和 的 形式 后 ,对 另 一 个 还 要 作 同 样 的 坐标 变换 . 这 时 了 和 YY 的 形式 
必 为 ; 


T= > a rrg, (5.8) 
a.B™l 
V = SY pr (5.,9) 
我 们 的 任务 是 再 作 一 次 坐标 变换 
&E， = D> Cigrg, (5.10) 


这 一 变换 除了 要 达到 使 (5.8) 式 的 工 恋 为 平方 和 的 形式 外 ,还 必须 使 (5.9) 式 的 V 仍然 保持 
平方 和 的 形式 . 如 果 我 们 重复 前 面 的 方法 将 (5.8) 式 的 工 化 为 平方 和 的 形式 ,一 般 情 况 下 不 
能 保证 (5.9) 式 的 V 仍然 保持 平方 和 的 形式 , 因此 现在 的 方法 和 只 考虑 V 时 的 情况 不 同 ;但 
总 的 步骤 仍 是 解 本 征 值 方程 和 本 征 矢 方 程 两 步 , 但 方程 的 形式 略 有 不 同 , 不 但 和 了 的 系数 和 矩 
阵 ( 非 对 角 和 矩阵 ) 有 关 , 而 且 还 和 V 的 系数 矩阵 (已 为 对 角 和 矩阵 ) 有 关 ， 本 征 值 方程 不 能 取 
| 4 一 21| =0 的 形式 ,而 应 取 


14 -4aB|=0, (5.11) 
式 中 
Hlt ai Ql 
, la es a 
4 = 。 
Qnl dn a 
bl! 0 0 
pr 0 名 0 


分 别 为 (5.8) 和 (5.9) 的 系数 矩阵 . 本 征 矢 方程 也 作 相应 变化 ,不 取 4 天。 = 45K5 的 形式 ,而 
是 取 
AK, = 4B'K'. (5.12) 
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变换 矩阵 C 仍 为 


Ca Ci Ci 
Ca Cs; C2 

C= (改天 和) = | "|. (5.13) 
Ci Ci Cn 


【 例 2】 将 8$6.2 的 双 单 摆 例 中 的 


T= 广 ml: (026 1 2016, 1 2), 
_1 :1 
V= 3 mgl(20 + 0:) 


同时 化 为 平方 和 的 形式 . 
解 : 本 题 的 V 已 为 平方 和 的 形式 ,因此 可 直接 进行 第 二 步 运 算 . 首先 解 本 征 值 方程 
(5.11): 


ml” — mglA mf 
|A’-2B'|= 
Fm 半 m 一方 mglh 
= — gaA)” 人 =0， 
解 得 两 个 本 征 值 为 : 
_L(2+V2) _ 1(2 -v2) 
1 A;,= ， 
28 28 
其 次 解 本 征 矢 方 程 . 将 4， 代入 (5.12) 得 
ml* C+ Fm C1 = Dngic, ， 


Fm Cn 十 Fm Ca = A) maic, ， 
它 的 一 组 规 一 化 的 解 为 
_1 。-/ 硅 
Ci 3 Ca = 3 
类 似 地 将 4: 代入 (5.12) , 解 得 
-1 -_ /2 
Cy 3 C22 3 " 
于 是 变换 矩阵 C 为 
1 1 
3 帮 
C= 
2 _/2 
3 3 
最 后 由 
Cy Ci 
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得 新 旧 坐 标的 变换 关系 为 


用 新 坐标 来 表示 ， 
T= 工 mi[(C2+V3)0 + (2 V2)6:], 


Y = 本 melte + gi). 
它们 和 $6.4 中 用 待定 系数 所 得 的 结果 相 比 ,相差 一 个 公共 的 比例 常数 ,这 是 因为 $6.4 的 坐 


标 变换 系数 没有 归 一 化 ,但 并 不 影响 本 征 频 率 的 数值 
》6.6 一 维 品格 的 纵 振 动 


考虑 N + 1 个 相同 的 单 原子 分 子 , 按 0 到 NN 编号 排列 成 一 个 分 子 链 ,如 图 
6.7 所 示 ,每 个 分 子 的 质量 均 为 , 相 邻 分 子 间 的 作用 力 可 看 成 弹性 力 , 劲 度 系 
数 为 K , 非 相 邻 分 子 间 的 作用 力 可 忽略 不 计 , 求 此 力学 体系 在 平衡 位 置 作 微 振 
动 时 的 频率 分 布 . 


Le 
一 
3 
| 
一 
3 
| 
+ 
pg 
| 
王 


是 
T- 
二 -全 -一 一- 
4 
下 


] 1n— | n Ji 二 | MN—1 NM 
| | 
| | . 
图 6.7 


图 6.7 中 上 图 所 示 的 是 体系 处 于 平衡 位 置 时 的 情况 ,x" 为 第 个 分 子 的 平 
衡 位 置 ,a 为 平衡 时 相 邻 两 原子 间 的 距离 ,x' = na. 下 一 图 为 分 子 作 振动 时 基 
一 瞬时 的 位 置 ,x, 为 第 个 分 子 的 坐标 ,wu 为 它 偏离 平衡 位 置 的 位 移 


uU, = x, — x,, (6.1) 
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体系 平衡 时 ,所 有 的 u, 均 为 零 ,因此 我 们 可 有 取 uw, 为 体系 作 微 振动 的 广义 坐标 . 
我 们 用 F” ”和 正史 分 别 表 示 第 2 一 1 个 分 子 和 第 n +1 个 分 子 对 第 


个 分 子 的 作用 力 , 则 
F'* Y =— Ki(zr,—7zx,.)-al=-K(u,—w,.-;), 


FY = -Fy = Ku,. ~- u,). 
所 以 第 个 分 子 所 受到 的 合力 为 
F, 一 Fi” + FF 一 天 (ul 十 Hl 和 2u, ). (6.2) 


由 (6.1) 式 ,第 n 个 分 子 的 加 速度 为 


假定 边界 上 ( 即 端点 )n =0 和 n= NN 的 两 个 分 子 是 固定 不 动 的 . 于 是 体系 的 运 
动 方 程 为 
mas = Ku tu 2u), n=1,2,,N-1, (6.3) 
并 满足 边界 条 件 
uo 二 0, wu»y = 0. (6.4) 
此 体系 的 自由 度 为 N 一 1, 根 据 $6.3 的 讨论 它 共 有 N -1 个 独立 的 振动 笑 率 . 
下 面 我 们 来 求 这 N -1 个 频率 . 
按照 $6.3 所 述 的 标准 求解 方法 ,对 于 方程 (6.3) 可 取 N -1 个 试 解 
u, = A,sinwt, n=1,2,-…,N-1. 
将 它 代入 (6.3) 式 后 得 到 关于 w 的 N 一 1 阶 的 久 期 方程 当 N 很 大 时 ,这 样 的 
久 期 方程 实际 上 无 法 求解 . 因此 我 们 要 采用 其 他 形式 的 试 解 . 
不 难看 到 ,我 们 现在 的 这 个 问题 和 $6.3 中 的 例题 ,在 数学 结构 上 除了 自由 
度 的 数目 不 一 样 外 ,其 余 完 全 一 样 . 因为 N=4 时 方程 (6.3) 的 具体 形式 为 


m ui= KkK(u,—2u), 
nm us Ku;stu, -2u,), 
mus= K(u, -2u,). 
如 果 把 改 用 y,K 改 用 二 表示 ,那么 上 面 这 个 方程 就 是 $ 6.3 例题 中 的 那个 方 


程 . $6.3 中 方程 的 解 已 严格 求 出 . 我 们 是 否 可 以 把 它 的 形式 改 一 下 ,以便 推广 
到 N 很 大 时 的 情况 呢 . 为 此 我 们 重新 写 下 $6.3 例题 的 解 ; 
=Alsin(wlz+a)+AGsin(w。 f+a +Am sn(wsr+ail)， 


,A sin(wit ta) -vy2A sin(wt +a;), 


[y= Al sin(witta) -Asin(w,tt+a) +t AVsin(w,tt+ Q3). 
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当初 始 条 件 使 体系 只 以 一 种 频率 振动 , 即 作 简 正 振动 时 ,上 式 分 别 变 为 
y= A sin(w t+a), 

y=Y2A sin(wt+ ea), 

y= A sin(wt+ao,); 

y= A sin(w,t + a,), 

1 =0, 


V3 一 ~ A sin(w,t 十 ay ) ; 


人 =APsin(awst+as)， 

y= V2AD sin(wst + as), 

y= A sin(wst + as). 
它们 的 振动 模式 分 别 如 图 6.8 中 (a)、(b)、(c) 所 示 . 当 N 很 大 时 ,$6.3 的 例题 
可 看 成 是 质量 连续 分 布 的 横 振 动 ,这 时 相应 于 图 6.8 的 三 种 振动 模式 变 为 如 图 
6.9 所 示 ,它们 都 是 正弦 波 , 其 波长 4 和 波 矢 上 分 别 为 


_2x x 
(a): 和 Ai 
加 _2x 2xrx 
(b): M4a, kh 4 
8 _ 2 _ 3x 
(c): 43 二 本 4， Ki 4 
利用 这 三 个 波 矢 的 表示 式 ,我 们 可 以 把 上 述 三 种 简 正 振 动 统一 表示 为 
y» = Asin knasin( wt + a), n=1,2,3. 
设想 随 着 n 的 增加 , 简 正 振动 的 形式 不 变 . 于 是 方程 (6.3) 的 试 解 同样 可 取 为 
u, = Asin knasin(wt + a). (6.5) 


这 个 试 解 给 出 了 所 有 分 子 的 振幅 之 比 , 留 下 的 问题 是 验证 (6.5) 是 否 满 足 方 程 
(6.3), 并 求 N -1 个 简 正 频率 . 
将 (6.5) 代 入 (6.3), 得 


NA 


(a) (b) (¢) 
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(a) (b) (Cc) 


— wsin kna = [sin( kna + ka ) + sin( kna — ka) — 2sin kna | 


= (cos ka — 1)sin kna= — wsin? Sesin ka ， (6.6) 
式 中 
2 -4K 
Mm 
这 表明 如 果 我 们 取 
y 二 wusin 学 ， (6.7) 


则 (6.5) 确 实 是 方程 (6.3) 的 解 ,并 且 N -1 个 频率 均 可 由 (6.7) 式 决定 . (6.7) 
式 中 的 波 矢 & 还 没有 确定 , 它 可 由 边界 条 件 来 决定 . 因为 我 们 已 限定 n=0 和 
n = NN 的 两 个 分 子 是 固定 的 ,因此 由 (6.5) 式 要 求 


sin kNa = 0. 
由 此 可 得 
kNa = mx, 
或 
k= eT, m= 1,2,.…,N-1. (6.8) 


Na 
将 它 代 人 (6.7) 式 即 可 得 N -1 个 简 正 频率 . 当 N 很 大 时 (对 1 mol 物质 ,Ms 
10”) ,上 可 以 看 成 是 连续 的 . 这 时 (6.7) 式 给 出 了 频率 随 波 矢 变化 的 连续 函数 . 
这 种 函数 称 为 色散 关系 , 它 在 固体 物理 中 有 重要 的 应 用 , 当 & 取 最 大 值 


CN 5 时 ,由 (6.7) 式 得 
a 


= sin CV- Dr in 工 -= 
cw CO MS 2N CW Sl WWM- 


所 以 由 (6.6) 式 给 出 的 ww = 人 是 这 N 一 1 个 频率 中 的 最 大 频率 . 


196 第 六 章 多 自由 度 体系 的 微 振动 


6.7 多 原子 分 子 的 振动 


作为 微 振动 的 男 一 个 应 用 ,本 节 讨 论 分 子 的 振动 . 一 个 由 n 个 原子 所 组 成 
的 多 原子 分 子 可 有 平 动 .转动 和 振动 . 把 分 子 看 作 质 点 ,所 对 应 的 运动 就 是 平 
动 . 把 分 子 看 作 刚 体 ,除了 平 动 ,还 有 转动 . 多 原子 分 子 各 原子 间 的 相对 位 置 不 
是 固定 不 变 的 ,而 是 在 平衡 位 置 附近 作 微 小 振动 ,这 就 是 分 子 振动 . 分 子 振动 指 
分 子 中 各 原子 间 的 相对 运动 . 分 子 整 体 的 运动 ,属于 平 动 范围 . 

由 2 个 原子 所 组 成 的 分 子 共有 3n 个 自由 度 ,其 中 3 个 是 平 动 自由 度 ,3 个 
是 转动 自由 度 , 其 余 32 -6 个 是 振动 自由 度 ;但 对 线 型 分 子 ,转动 自由 度 只 有 2 
个 ,振动 自由 度 将 有 3n 一 5 个. 平 动 和 转动 的 问题 在 以 前 几 章 中 已 经 讨论 过 了 . 
本 节 将 集中 讨论 振动 问题 . 

当 我 们 只 注意 分 子 的 振动 问题 时 ,可 以 把 坐标 原点 取 在 分 子 的 质心 上 ,并且 
认为 分 子 的 对 称 轴 (通常 都 取 分 子 的 对 称 轴 为 坐标 轴 ) 的 方向 是 不 变 的 . 我 们 用 
六 表示 分 子 中 第 a 个 原子 的 位 置 矢 量 ,ro 为 其 平衡 时 的 位 置 矢量 ,& 为 其 偏离 
平衡 位 置 的 位 移 , 即 

Fr。 rotu,. 
将 上 式 对 时 间 微 商 ,r.。 是 分 子 的 平 动 和 转动 引起 的 ,如 果 我 们 不 考虑 分 子 的 平 
动 和 转动 , 则 ro =0; 而 wu, 即 为 第 a 个 原子 的 振动 . 所 以 我 们 可 取 ,4 ，…,u 
这 一 组 坐标 来 讨论 分 子 的 振动 问题 . 这 一 组 坐标 共有 3n 个 . 由 于 分 子 受 到 总 
动量 为 零 (因为 不 考虑 分 子 的 平 动 ) 和 总 角 动 量 为 零 ( 因 为 不 考虑 分 子 的 转动 ) 这 
两 个 条 件 的 限制 ,独立 的 自由 度 只 有 3n -6 个 . 下 面 我 们 来 写 出 这 两 个 条 件 给 
出 的 “约束 "关系 . 


分 子 总 动量 为 零 的 条 件 可 表示 为 
St = 0， 
积分 得 VS mu, = 0. (7.1) 


由 于 r=0, 并 考虑 到 &, 是 小 量 , 当 保 留 到 一 级 小 量 时 ,总 角 动 量 为 零 的 条 件 可 
表示 为 
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DY mr x wu, = 0. (7.2) 
a=1 


(7.1) 和 (7.2) 中 没有 考虑 平 动 和 转动 对 32 个 坐标 ti ,ws,… ,wu 所 作 的 限 
制 ,受到 这 样 的 限制 后 ,所 得 到 的 分 子 运动 仅 为 分 子 中 各 原子 在 平衡 位 置 的 振动 . 

下 面 我 们 举例 来 解 一 些 简单 的 多 原子 分 子 的 振动 问题 . 

【 例 1] 求 线 型 三 原子 对 称 分 子 ABA 的 振动 频率 . 假定 分 子 的 势能 仅 依 赖 于 A-B 和 和 
B- AA 的 距离 及 其 夹 角 (图 6.10). 

解 : 根据 上 面 的 讨论 ,共有 3x3 一 5=4 个 振动 自由 A 
度 , 其 中 2 个 自由 度 为 分 子 ABA 保持 直线 型 的 纵向 振动 ， oo 

个 为 分 子 扭曲 的 横向 振动 ,但 两 个 横向 振动 的 频率 是 相 图 6.10 
同 的 先 讨 论 纵 向 振动 , 取 ri 、x; 和 xi 为 纵向 振动 的 三 个 坐标 ,由 (7.1), 这 三 个 坐标 之 间 的 
“约束 "关系 为 

Pa t+ xa) + pr = 0. (1) 


分 子 作 纵向 振动 的 动能 .势能 为 


了 一 


.， 1 , 
ma(rit 十 TS) 十 记 7aT2， 


(2) 


to| 一 | 一 


VV, 


式 中 A, 为 分 子 纵向 劲 度 系数 . 

从 (1 和 (2) 式 可 知 , ri .ra 和 x 这 三 个 堂 标 并 不 是 简 正 坐标 . 根据 简 正 坐标 的 物理 意 
义 , 如 果 能 够 找到 两 个 相互 独立 的 ,只 以 一 种 单一 频率 振动 的 方式 ,那么 反映 这 种 振动 方式 的 
坐标 一 定 是 简 正 坐标 . 不 难 发 现 , 下 面 两 种 振动 方式 是 满足 这 一 要 求 的 : 

(a) B 原 子 不 动 ,两 个 A 原子 相对 B 原子 作对 称 振动 ,如 图 6.11(b) 所 示 . 这 种 振动 恒 满 
足 条 件 x + zi =0. 

(b) 两 个 A 原子 以 相同 速度 向 同一 方向 运动 ,B 原子 则 商 相 反方 向 运动 ,如 图 6.11(a) 所 
示 . 这 种 振动 恒 满足 条 件 x, - rs =0. 因此 


kiltr 一 xr) 十 《rs ~ xr) ], 


qd1 = XI tT, 
(3) 
Yd2 2! Ty 
一 定 是 简 正 坐标 . 将 (1) (3) 代 人 (2) ,得 
Nan es ma ey kim’ ， ki 


Li = TI = 4 ns G1 十 4 42 一 于 7 d1 一 本 92， (4) 


式 中 = 二 2m。s + ms 是 整个 分 子 的 质量 . (4) 式 表明 gi 和 gq, 确 是 三 原子 对 称 分子 作 纵向 振 
动 的 两 个 简 正 坐 标 ,而 其 简 正 频 率 则 为 


kim’ man km 

1 47 dms ON mamys’ (5) 
/kL fm /kk 

2 i/ 4 ma (6) 


wi 所 对 应 的 就 是 图 6.11(a) 的 相对 于 分 子 中 心 的 反对 称 振动 ,w， 所 对 应 的 是 图 6.11(b) 的 
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相对 于 分 子 中 心 的 对 称 振动 . 


(a) (b) (c) 
图 6.11 


下 面 讨论 分 子 的 横向 振动 . 在 横向 振动 的 情况 下 ,(7.1) 式 可 表示 为 
ma(y1 + y3)+ may: = 0. (7) 


而 (7.2) 式 为 


Drmro x a = mallix yi) +t ma Hx yh) = man — yi)k =0. 
由 此 得 
1 二 YY3， (8) 
所 以 横向 振动 是 对 称 的 扭曲 振动 ,如 图 6.11(c) 所 示 ， 如 果 我 们 把 分 子 扭曲 所 产生 的 位 移 用 
A.B.A 的 夹 角 对 x 值 的 偏离 6 来 表示 ; 


8 一 了 [3 -ya)+(y = yi)], (9) 
则 分 子 的 扭曲 势能 可 表示 为 
1 2 a2 
Vi = Th. (10) 
体系 横向 的 振动 动能 为 
Ta = ma 六 二 并) + 2 时 ay 
利用 (7)、(8)、(9) 可 将 上 式 中 的 yy 和 y; 都 用 6 来 表示 . 经 过 简单 的 代数 运算 可 得 
T, = 了 1°6?. 
于 是 分 子 横向 振动 的 拉 格 朗 日 函数 为 
MA TIB ,2 «2 k， 2 A2 
L; = jm 0 -Fl0. (12) 
其 振动 频率 


加 k; MamMB2 _ 2k,m 
WwW 二 7 1 pt 7 =A/ Rm (13) 


【 例 2】 求 对 称 的 三 角形 分 子 ABA 的 振动 频率 (图 
6.12). 
解 : 本 题 属于 平面 分 子 ,n=3, 共 有 3 个 振动 自由 度 ， 
这 三 个 自由 度 都 在 平面 内 . 用 wu。 ~ zx,i + y,j 表示 第 a 个 
原子 离开 平衡 位 置 的 位 移 , 则 (7.1) 式 可 具体 表示 为 
ma(xit+ x3) + npr; = 0, 
ma + y3) + may = 0. 


(1) 
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而 (7.2) 式 则 为 
Snr x wu, = ms | icos( 屯 一 09) 十 lsin( 子 一 0) x 
(riit+ yj)+ ma | Leos( 到 + 9 )i + 
tsin( EE + 0) |x Cryir ys) 
= mal[l(y — y)sind— (ri + ra)cos Ok = 0. 
由 此 得 
(y — yi)sinG = (x + x3)cos 0. (2) 
用 AL, 和 Al, 表示 原子 A-B 或 B- A 之 间距 离 的 改变 ,其 值 可 由 矢量 wu) 一 w， 和 zs 一 
u; 在 A 六 和 BA 方向 的 投影 来 表示 : 
Al = (ri ~ ri)sin 0 + (yl 一)cos0， 
AL =-(r — ri)sin 0+ (vy — ys)cos 0. 3) 
用 5 表示 ABA 夹 角 的 改变 ,6 的 值 可 由 wu, -ua 和 w; ~ wu, 在 垂直 于 A 记 和 有 人 方向 的 投影 来 
表示 : 
全 二 了 [Cri — ri)cos 0 — (y, — y)sin 0]+ 了 [- (rs — Xi)cos 0 — (vy; — yz)sin 0]. 


(4) 
于 是 分 子 的 势能 可 写 为 
TY = 人 (Ai TAG) + 学 庆 9， (5) 
分 子 的 动能 可 写 为 
T= 二 (6) 
引入 新 坐标 
qd! 二 Xl + X;,， 
| 一 II 一 -3 (7) 
di 二 yl + ya- 
则 由 (1)、(2) 和 (7) 可 解 得 
1 二 风 (qi + g ) 
na 
2 一 一 pps! 
1 
X3 二 3 (9 — g2)， 
(8) 


Ya 二 3 (gq — gicot 0). 
由 (3)、(4) 和 (8), 可 将 (5) 和 (6) 都 用 gl 、g;、gs 及 其 微 商 来 表示 . 经 过 计算 后 便 得 分 子 的 拉 
格 朗 日 函数 为 
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1 (2 1 记 A A ki (2 1 ) 
4 ma sin 8 4 1 4 ms 4 4 \ns sing 
2 了 了 了 7 > 
(nr 9 和 - 工 (Rsin 9 + 2kscos 0)g: -一 
mp 4 4 ms 
(kicos 0 + 2k,sin 0)g; + 3 (2k; — ki)sin Ocos Ogq, 0;. (9) 
B 


从 (9) 式 可 知 gi 是 简 正 坐标 ,其 对 应 的 频率 为 


2 +: 1 ) (1 + sin 0 ) 
4 \ pi sin2 0 rp _ A (1+ A 9 )， (10) 
1 人 1 ) 7 mn 
一 一 -一 十 
4 DL sin 8 


其 振动 形式 如 图 6.13(a) 所 示 . 坐标 gq; 和 9q, 在 一 起 对 应 两 个 振动 ,这 两 个 振动 的 频率 w， 和 
wx 由 入 期 方程 


3 Za 2k, 2 2mk1k, 
外] 
DLA pp Mn 


Pia mip nla 


的 两 个 根 w: 和 w: 决定 . 其 振动 形式 如 图 6.13(b) 和 (ec) 所 示 . 当 28=r 时 ,由 (10) 和 (11) 所 
得 出 的 结果 和 例 1 所 得 到 的 结果 相同 . 


A 


(ce) 


图 6.13 


6.8 两 个 自由 度 体系 的 强迫 振动 


上 面 几 节 所 讨论 的 都 是 自由 振动 . 它 适用 于 像 晶 格 振动 .分子 振 动 等 一 类 
物理 问题 . 在 工程 上 多 自由 度 体系 的 振动 问题 ,往往 是 由 外 界 强迫 力 所 引 起 的 ， 
而 且 阻 尼 不 能 忽略 . 为 此 ,有 必要 讨论 一 下 多 自由 度 体系 的 强迫 振动 和 阻尼 振 
动 的 问题 . 这 里 主要 讨论 2 个 自由 度 体系 的 强迫 振动 问题 . 阻尼 振动 留 到 下 章 
讨论 . 

我 们 知道 ,一 维 强迫 振动 有 两 个 重要 性 质 

(1) 一 个 力学 体系 在 周期 性 强迫 力 的 作用 下 ,不 管 初 始 条 件 如 何 ,体系 最 后 
将 按 强 迫 力 的 频率 进行 振动 . 

(2) 当 强 退 力 的 频率 和 体系 的 固有 频 频率 相同 时 ,体系 将 发 生 共 振 现 象 . 

这 两 个 性 质 对 于 多 自由 度 体系 的 振动 亦 如 此 ,是 强迫 振动 的 普遍 特性 . 为 
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此 ,我们 讨论 如 图 6.14 所 示 的 两 个 耦合 振子 在 正弦 力作 用 下 的 强迫 振动 问题 . 
质量 为 mx, 和 mm 的 两 个 质点 ,可 沿 水 平方 ”: 

问 运动 . 两 个 弹簧 的 劲 度 系 数 为 & 和 k&,. 不 考 一 一 一 Fsin wt 

虑 摩擦 力 ,在 质点 请 上 作用 一 个 水 平 的 正 弘 力 

下 = Fosin w,t ,体系 在 此 力 的 作用 下 作 强 迫 振 


本 | ao 
先 求 体系 的 固有 频率 . 两 个 自由 度 体系 作 | "i 
自由 振动 时 的 频率 由 久 期 方程 图 6.14 


(Diy ~ anw (by — aw )— (barw) =0 
决定 . 因此 我 们 只 要 具体 写 出 ca .pu .ab ao 这 6 个 系数 的 具体 表示 
式 即 可 . 为 此 我 们 写 出 图 6.14 所 示 的 体系 作 自 由 振动 时 的 动能 和 热能 , 取 x 
和 mm 离开 平衡 位 置 的 位 移 rz 和 x, 为 广义 坐标 , 则 


1 [a 4 
T= 元 (air + 7 ) ， 


1 
V= 3 [kr 十 k,(x, 一 zx1) ]. 


所 以 
al 二 mi a = 0, a = Mm,; 
.1 
Dil = RI +t ks, bl = kk, by = ks. ‘8.1) 
于 是 得 频率 方程 
(RI+ ks— mw )(k, ~ mw )—- k=0. (8.2) 
引用 记号 
Ri +k, L323 k, 
mi 人 1 = 4， my (8.3) 
则 (8.2) 可 简化 为 
(a-w)(c-w)—- bc = 0. (8.4) 


由 方程 (8.4) 所 得 出 的 两 个 根 wi 和 w; 即 为 体系 的 固有 振动 频率 . 
下 面 转 人 强迫 振动 的 讨论 ,利用 牛顿 第 二 定律 立即 可 以 写 出 体系 在 强迫 力 
FF 作用 下 的 运动 方程 为 
{™ T1 =— kr + k(xr,— XT1) + Fosin w,t, 


(Wr Xs =— kg;(r,— xr1). 


采用 (8.3) 的 记号 ,并 令 Fofm'! = fo ; 则 上 式 可 简化 为 
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Ti 一 Url 十 px, + fosin w,t, 
| (8.5) 


工 ， = CZl 一 CZ，. 
这 个 方程 组 的 解 由 两 部 分 组 成 :一 部 分 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 (用 $6.2 的 方 
法 很 容易 求 得 ), 这 里 不 再 讨论 ; 另 一 部 分 是 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 . 下 面 来 讨 


论 这 个 特 解 的 性 质 . 
我 们 可 取 方 程 (8.5) 的 两 个 特 解 为 
XI = Alsin w,t, 
| 工 ; 一 A,sin cp . (8.6) 
代 人 (8.5) 得 
一 Arw,” =—- aAl+bA,+ fi, 
和 A,w,” 二 cA 一 cA,. 
从 上 式 解 出 A, 和 A,: 
fole 一 地 :) 
4 = 站 一 有 T， 
(a wp “ . cup ) bc (8.7) 
A, = 0 


(a -wp )(c— w,) -be 
这 就 证 明了 我 们 前 面 指出 的 强迫 振动 的 两 个 普遍 性 质 : 

(1) 体系 确实 将 以 强迫 力 的 频率 w, 作 振 动 ,其 振幅 由 (8.7) 式 决定 ; 

(2) 如 果 (8.7) 式 中 的 分 母 为 零 , 则 体系 将 发 生 共 振 . 由 (8.4) 式 知 这 一 条 
件 即 为 w, 等 于 体系 的 固有 频率 w 或 w,. 从 (8.7) 还 可 得 到 一 个 性 质 : 强 人 迫 振 
动 的 两 个 振幅 之 比 


Al C 一 oo， 


三 (8.8) 


和 体系 作 自 由 振动 时 的 振幅 之 比 完全 一 样 ,只 要 将 (8.1) 代 入 (2.10) 即 可 看 出 这 
一 点 . 

为 了 清楚 地 看 出 强迫 振动 的 振幅 A, 和 A; 与 干扰 力 的 频率 w, 的 关系 .我 
们 取 A = ks ,m1 = 二 2ms 这 样 一 个 特殊 情形 来 考察 . 这 时 由 (8.3) 得 


a=c=2—=2w0, b=— = oo (8.9) 
其 中 


是 图 6.14 中 移 去 质点 mm, 后 质点 mm, 的 固有 振动 频率 . 将 (8.9) 代 入 (8.4), 可 
解 得 
= {2 -V2)w: = 0.586w?, 
wi = (2+V2)wz = 3.414wi. 
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利用 (8.9) 的 记号 ,强迫 振动 的 振幅 (8.7) 式 可 写成 


73 
A = 
2 wp _ 1 
2 (8.10) 
1 A 
A, wi 了 一 Bx 
1-— -1 
2| 和 
式 中 
jpPn 
Xst 2 9 


是 质点 mmx, 在 力 Fu 作用 下 的 静 位 移 , 和 频率 w, 无 关 , 而 a 和 8 则 只 和 比值 w,/ 
wo 有 关 . 将 强迫 振动 的 振幅 改写 为 (8.10) 的 形式 后 ,要 讨论 A| 和 A, 与 w, 的 
关系 ,只 要 讨论 a 和 8B 与 w,/w。o 的 关系 即 可 ,图 6.15 就 是 根据 (8.10) 式 所 作出 
的 a 和 8B 随 w,/w。 变化 的 曲线 . 从 图 中 可 以 看 出 , 当 w, 趋 近 于 零 时 ,a 和 8 同时 
趋 近 于 1,4A,， 和 4， 和 静 位 移 yx, 一 致 . 当 w, 不 断 增 大 时 ,a 和 8 也 随 之 增 大 , 直 
到 w, 趋 近 于 w 时 而 达到 无 穷 大 ,体系 发 生 共 振 . 在 这 个 过 程 中 ,a 和 8 均 为 
正 ,所 以 mm 和 m, 的 运动 与 干扰 力 同 相位 . w, > ol 以 后 ,a 和 8 同时 变 为 负 ， 
这 表示 m， 和 m, 的 运动 与 干扰 力 有 一 相位 差 x, 其 数值 随 着 w, 的 增加 逐渐 减 
小 ,直到 w, =Y2wo 时 ,振幅 A, 趋 近 于 零 ,而 振幅 A, 又 和 葛 位 移 x,, 相 同 . 此 
后 , 随 着 w, 的 继续 增 大 ,a 变 为 正 值 ,而 8 继续 保持 负 值 ,其 绝对 值 均 随 w, 的 
增 大 而 增 大 ,直到 w, = w, 时 ,a 达到 正 无 穷 大 ,8 达到 负 无 穷 大 ,体系 再 次 发 生 
共振 . 当 w,>w; 时 ,a 和 B 又 都 立即 变 号 ,数值 则 不 断 威 小 ,直至 趋 近 于 零 . 


图 6.15 


在 一 定 的 条 件 下 ,质量 m, 的 振幅 可 以 趋 近 于 零 的 事实 具有 极 大 的 实用 价 
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值 . 例如 一 台 架 在 横梁 上 的 马达 ,由 于 不 可 避免 的 不 平衡 ,运转 时 通常 在 垂直 方 
向 会 发 生 振 动 . 这 种 振动 是 极其 有 害 的 . 为 了 消除 这 种 振动 ,可 在 横梁 上 用 弹 
先 有, 挂 一 附加 质量 六 :. 若 马达 的 质量 为 mm , 梁 的 垂直 方向 的 劲 度 系 数 为 Ai， 
那么 根据 上 面 的 讨论 ,只 要 使 ,和 和 1; 满足 下 列 条 件 : 


k, 2 R ， 
一 wo 一 2 一 一 一 二 Cw a 
171» 1 


则 由 马达 运转 而 引起 的 梁 的 上 下 振动 即 可 消去 . 这 种 装置 称 为 动力 消 振 器 . 
以 上 的 讨论 是 以 于 扰 力 与 sin w,t 成 正比 的 假设 为 前 提 的 ,一 般 的 情形 下 干 
扰 力 的 形式 为 Fosin(w,t +e), 或 
F= Fsin(wit+e)+ FF, Sin( wt 十 Ey) 十 … 
这 时 情况 就 要 复杂 得 多 ,但 其 基本 性 质 仍 和 上 面 所 述 的 一 样 . 另外 ,我 们 上 面 只 
考虑 了 稳 态 解 ,如 果 还 要 考虑 它 的 瞬 态 解 , 则 还 应 加 上 体系 的 自由 振动 的 解 , 自 
由 振动 中 的 常数 A, .4A: .ai 、a; 由 体系 的 初始 条 件 决定 . 


“…§ 6.9” 非 线性 振动 


前 几 节 所 讨论 的 都 是 线性 振动 , 即 动能 和 势能 在 平衡 位 置 附近 展开 成 泰勒 级 数 时 只 保 
留 到 gq, 的 二 级 项 ,运动 方程 是 线性 方程 . 本 节 讨论 保留 到 三 级 、 四 级 …… 修 正 项 时 ,振动 
方程 的 求解 方法 . 

先 考虑 动能 和 势能 都 保留 到 三 级 小 量 时 的 情况 . 这 时 动能 中 将 比 线性 振动 多 出 一 些 
gi9,9s 这 样 的 项 ,势能 V 中 则 多 出 一 些 gg,q, 的 项 . 假定 所 选取 的 广义 坐标 对 于 线性 振动 来 
说 ,已 经 是 简 正 坐 标 , 即 荆 和 V 中 的 二 级 项 中 ,9 .9, 只 以 平方 和 的 形式 出 现 . 因此 保留 到 三 
级 项 时 ,体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = EC — wiq!) + 到 3 gq.49e 一 Ep LP (9.1) 
将 它 代入 拉 格 朗 日 方程 ,得 
gi twig = 乒 (9q 9)，1 = 1 2 (9.2) 
式 中 /; 是 由 (9.1) 中 的 三 级 项 所 产生 的 ,是 由 gq,、gidi .9,94.994 ,9,94 这 样 的 项 所 组 成 
的 二 次 齐 次 函数 . 


体系 在 平衡 位 置 附近 作 振 动 时 , 零 级 近似 表示 体系 在 平衡 位 置 静止 不 动 , 一 级 近似 为 线 
性 振动 . 现在 是 求 振动 的 二 级 近似 . 我 们 采用 逐 级 近似 的 方法 来 求 方程 (9.2) 的 解 . 设 
qr = Asin(wt + a), j= 1,2,,n (9.3) 
是 方程 (9.2) 的 相应 的 线性 振动 方程 


qg; + ow39， = 0， ? 一 1 ,2,'"",n 
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的 解 . 我 们 把 方程 (9.2) 的 解 写成 


9 = gq + gq, i= 1,2,,n, (9.4) 
将 (9.4) 代 入 (9.2) 得 go 所 满足 的 方程 为 
gd twog = flg,g, 4), i1= 1,2, (9.5) 


由 于 gq'” 是 保留 到 三 级 项 所 引起 的 修正 ,因此 g， < 裤 g,， 所 以 在 方程 (9 5) 的 右边 ,我 们 可 以 
近似 地 用 %… 来 代替 g, ,得 


qd 十 wig') 三 大 Cg i= 1,2,…,n (9.6) 
因 x 是 已 知 的 ,因此 方程 (9.6) 是 一 个 关于 gi” 的 非 齐 次 线性 方程 组 . 上 面 已 经 指出 , 非 线 
性 项 j, 是 g.g.g 的 二 次 齐 次 式 ， 因此 由 (9.3) 可 知 f(g ,gg ) 必 为 一 些 不 同 频率 的 


三 角 函 数 的 和 . 例如 对 于 其 中 的 gq, "gq" 项 ,我 们 有 


1) 机 


j = AA,sintwt +a, J)sin( wt + as ) 


三 本 AAA ieos[(w 一 cw )z 十 a, 一 oa — cosl Cw; + cx) 十 al 十 ay ] |. 


对 于 其 他 的 gq .gl 9g 4 .qi gh 等 项 也 有 类 似 的 结果 ,所 以 方程 (9.6) 的 非 齐 次 项 都 是 
一 此 频率 为 线性 振动 频率 的 有 与 和 的 二 角 函数 . 根据 非 齐 次 线性 方程 的 求解 理论 ,方程 (9.6) 
的 通 解 是 齐 次 方程 的 通 解 (9.3) 再 加 上 一 个 含有 非 齐 次 项 的 同样 周期 的 三 角 函 数 的 解 . 于 是 体 
系 在 平衡 位 置 附近 作 振动 的 三 级 近似 解 为 :在 二 级 近似 解 gd 上 再 加 上 频率 为 组 合 频率 
w= w+tw, (9.7) 
的 附加 振动 ,其 中 包括 倍 频 (2w, ) 和 零 频 (整体 平 动 ) ,而 振幅 则 和 二 级 近似 的 线性 振动 振幅 的 
乘积 4,4, 成 正比 . 
现在 我 们 讨论 更 高 一 级 的 近似 . 这 时 工 和 了 的 展开 式 要 保留 到 四 级 项 . 如果 我 们 按 上 


述 同 样 的 方式 来 解 方程 , 则 在 方程 (9.2) 右 边 的 f; 中 除了 4g; .g;、9; 的 二 次 项 外 ,还 会 出 现 它 
们 的 三 次 项 . 因而 方程 (9.6) 的 非 齐 次 项 中 将 会 出 现 由 3 个 简 正 频 率 所 组 成 的 组 合 频率 
Ww wt wt ws 
的 振动 项 . 这 种 组 合 频率 中 会 出 现 一 些 和 固有 频率 相同 的 振动 ,例如 
Wi 十 ou 一 ku 

这 样 方程 (9.6) 将 会 出 现 共振 ,振幅 会 随时 间 无 限 增长 . 这 不 符合 物理 要 求 . 它 表 明 上 述 求 
解 方法 有 缺陷 ,因此 我 们 要 改进 上 面 的 求解 方法 . 

用 上 面 的 方法 求解 时 ,我们 以 (9.3) 作 为 方程 (9.2) 的 一 级 近似 解 ,频率 w, 取 了 线性 振动 
的 频率 . 这 相当 于 假定 :在 求 高 级 近似 解 时 ,体系 的 基本 频率 不 变 . 这 个 假定 是 没有 根据 的 . 
如 果 我 们 用 w;” 表 示 线 性 振动 的 简 正 频率 ,那么 在 求 各 级 修正 时 ,体系 振动 的 基本 频率 的 正 
确 表示 应 为 

w= to to t= w+ Aw,, (9.8) 
因而 我 们 可 把 计 入 高 级 修正 后 的 基本 振动 cos wt 用 线性 振动 的 频率 w'% 展开 
cos wit = cos(w + Awi)t 2 cos wt - Awtsin wr. 


车 Aw, 尽 0, 那 么 当 1 无限 增长 时 ,Aw,tsin wt 便 会 无 限 增长 ,和 共振 项 的 情况 相当 . 单独 出 
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现 这 样 的 项 是 不 合理 的 ;但 车 和 共振 项 同时 出 现 , 那 就 有 可 能 互相 抵消 . 这 就 指出 了 决定 
Aw, 的 方法 :用 (9.8) 作 为 高 级 近似 解 的 基本 频率 时 ,Aw, 可 由 共振 项 等 于 零 的 要 求 来 决定 . 
例如 自由 度 为 1 时 ,考虑 到 解 的 三 级 近似 的 非 线性 振动 , 取 体 系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 mwo 2 ma D1 
L= 3 mq 39 3 gq og’, (9.9) 


为 简单 起 见 ,我 们 认为 在 三 级 项 和 四 级 项 中 都 没有 v 出 现 , 只 取 了 % 和 9 两 项 . 相应 的 拉 
格 朗 日 方程 为 


9 + wgq=-ag -pg. (9.10) 
我 们 来 寻求 方程 (9.10) 的 各 级 近似 解 . 设 
q=q +g 9899， (9.11) 
其 中 
pa = Asin wt. (9.12) 


这 里 我 们 把 初 相位 取 为 零 ,只 要 适当 选取 时 间 起 点 ,总 可 做 到 这 一 点 . (9.12) 中 的 w 并 不 等 
于 ws ,而 应 表示 为 
w= w+ ow + wwe) ， (9.13) 
ww 和 w ”的 值 将 在 求解 过 程 中 根据 共振 项 为 零 的 要 求 依次 决定 . 注意 ,对 于 线性 振动 来 说 ， 
在 (9.10) (9.11) 和 (9.13) 中 ,asg” .oo5 是 一 阶 小 量 ,8.g9 .we 是 二 阶 小 量 
让 我 们 先 来 求 二 级 近似 解 . 即 令 


(1) 
q= qa" 


) 》 


tq” = Asinwt + ge ， 


包 一 ay 十 ww. 


将 它们 代 人 (9.10) , 略 去 二 级 以 上 的 小 量 ,得 gq” 所 满足 的 方程 为 


(2 2 2 2 -. 2 + 
gq ) 十 wod' ) =- aA’sin w+ 2wow' Asin wt 


二 一 2 二 eA 20 + 2wow' Asin wt. C9.14) 
把 上 述 方 程 看 作 是 g2 所 满足 的 非 齐 次 线性 方程 ,其 中 非 齐 次 项 中 的 中 未 定 , 它 将 由 方程 
不 应 出 现 共振 的 条 件 来 决定 . 显然 (9.14) 中 的 共振 项 是 2w6w' Asin wt ,要 使 共振 项 不 出 
现 ,必须 
w= 0， 《9.15) 
这 和 我 们 前 面 所 得 的 结果 一 致 :在 非 线性 振动 的 二 级 近似 解 中 ,基本 频率 不 发 生 改 变 . 于 是 
方程 (9. 14) 变 为 


2 2 
se 2 (2) oA aA 


a + wiqg = 3~ + cos 2 . 
用 常规 方法 可 求 得 这 个 方程 的 特 解 为 
2 2 
de = < 一 ccos 2ut， (9.16) 
2 0 O05 
现在 再 来 求 三 级 近似 解 . 取 
2 2 
9 二 gq 十 gq” 十 gq = Asin wt 一 < 一 0A cos2ur 十 a ， 


了 
他 0 6 wo 


2 
= wo + w', 
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代 人 方程 (9.10) , 略 去 三 级 以 上 小 量 得 g ”所 满足 的 方程 


(9.17) 
要 使 上 面 的 方程 不 出 现 共 振 ,sin wt 项 的 系数 必须 为 零 . 由 此 得 
w= (a 一 2 )4 (9.18) 
这 表明 频率 的 二 次 修正 不 等 于 零 , 其 大 小 正比 于 振幅 的 平方 . 于 是 方程 (9.17) 简 化 为 
0 +aig = A (4 + Er Jsin 3 
按 常 规 方 法 解 此 方程 得 
{BB a 
(+ 
gq 三 38 5 5 7 SiNn 3 ewt 
2 _ 79 2 
oi | w+ Ez i )A | 
A 1 号 + 入 Jsin 3o. (9.19) 
习 题 


6.1 质量 为 mr 的 质点 ,用 一 固有 长 度 为 !, 劲 度 系 数 为 ,质量 可 以 忽略 的 弹簧 悬挂 于 
O 点 ,质点 约束 在 铅 直 平 面 内 运动 ,如 图 所 示 , 求 体系 作 微 振动 时 的 振动 频率 ， 

6.2 一 半径 为 > 质量 为 六 的 光滑 细 圆 管 可 在 铅 直 平 面 内 绕 其 边 上 的 一 点 〇 自由 转动 ， 
管 中 有 一 质量 为 m 的 质点 , 求 体系 作 微 振动 时 的 简 正 频率 和 简 正 坐 标 ， 

6.3 长 为 上 ,质量 为 m 的 均匀 棒 ,用 一 长 为 守 ,质量 可 忽略 的 绳子 挂 在 O 点 ,体系 在 铬 


直 平 面 内 作 微 振 动 , 求 体系 的 振动 频率 ,并 画 出 体系 作 简 正 振动 时 的 模式 . 


演 


题 6.1 图 题 6.2 图 题 6.3 图 


6.4 质量 为 六 、m; 和 mm 的 三 个 质点 ,分 别 用 劲 度 系数 为 k1\k， 和 的 三 个 弹簧 依 
次 连接 起 来 悬挂 于 O 点 , 写 出 体系 在 平衡 位 置 附 近 作 纵 向 微 振动 的 运动 方程 . 

6.5 两 根 长 均 为 /质量 均 为 m 的 单 摆 , 在 铅 直 平面 内 用 劲 度 系数 为 的 无 重 弹 筑 硬 
合 在 一 起 . 设 平衡 时 两 质点 间 的 距离 正好 等 于 弹 筑 的 固有 长 度 , 求 此 系统 作 微 振 动 的 频率 . 
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6.6 有 一 弹 筑 连 着 一 个 质量 为 m, 的 滑 块 , 滑 块 可 沿 光滑 水 平 直线 自由 滑动 ,在 滑 块 上 
系 有 一 摆 长 为 7, 质量 为 mx; 的 单 摆 , 求 体系 的 振动 频率 . 


题 6.4 图 题 6.5 图 题 6.6 图 


6.7 质量 为 的 质点 用 两 个 固有 长 度 为 /, 劲 度 系数 为 上 的 弹 筑 最 挂 在 相距 为 / 的 同 
一 水 平 线 上 的 两 个 固定 点 , 求 质 点 在 光滑 水 平面 内 的 振动 频率 . 

6.8 质量 为 六 , 摆 长 为 ! 的 两 个 相同 单 摆 悬 挂 在 同一 水 平 线 上 相距 为 4 的 两 个 固定 
点 ,两 个 摆 锤 带 有 等 量 异 号 电荷 . 求 体系 作 微 振动 的 频率 . 


7 / 
， | 
十 9 一 9 


题 6.7 图 题 6.8 图 


6.9 质量 为 m 的 质点 系 着 四 个 固有 长 度 1, = ViT+ 达 的 弹 短 ,这 四 个 弹簧 分 别 固定 在 
边 长 为 21, 和 27, 的 水 平 矩 形 平面 的 四 个 项 点 上 , 求 质点 作 微 振 动 的 频率 ， 

6.10 ”汽车 在 铝 直 平 面 内 的 振动 可 以 简化 为 如 图 所 示 的 质量 为 m 的 平板 支承 在 两 个 弹 
簧 上 的 运动 , 求 体系 的 振动 频率 . 
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题 6.9 图 题 6.10 图 
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6.1f 重量 可 以 忽略 的 杆 OA 长 1.5 m, 可 绕 过 O 点 的 水 平 轴 自 由 转动 ,在 A 端 装 有 一 
个 质量 为 2 kg, 半 径 为 0.5 m 的 勾 质 圆 盘 , 在 圆 盘 的 边缘 B 点 类 有 一 个 质量 为 1 kg 的 质点 
已, 圆 盘 可 绕 A 点 自由 转动 , 求 体系 作 振 动 的 频率 . 

6.12 弹性 杆 扭转 时 存在 恢复 力矩 ,其 大 小 和 扭转 角度 成 正比 ,比例 系数 称 为 扭转 系数 . 
今 有 如 图 所 示 的 扭 振 系统 ,两 个 圆 盘 的 转动 惯量 分 别 为 1， 和 I; ,中 间 用 一 质量 可 忽略 的 弹 
性 辐 轴 相连 , 求 画 盘 作 扭转 振动 的 频率 . 


题 6.11 图 题 6. 12 图 


6.13 计算 线 型 非 对 称 分子 ABC 的 振动 频率 . 
6.14 设 一 体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


] ，。 。、 co 3 » 
L = 本 (7 + y )- rr 十 六) + ary， 


它 表 示 两 个 固有 频率 为 wu 的 一 维 振子 以 相互 作用 ary 耦合 起 来 . 求 体系 的 振动 频率 . 
6.15 如 图 所 示 的 一 个 一 维 运动 的 力学 体系 ,由 一 个 质量 为 m 和 nn 个 质量 为 的 质点 
组 成 ,每 个 x 和 普 之 间 均 用 相同 的 无 质量 的 弹簧 相连 ,弹簧 的 劲 度 系数 为 上 , 求 体系 的 振动 
“6.16 双 复 摆 , 设 物体 AC, 可 绕 固 定点 A 在 铅 直 平 面 内 摆动 ,物体 BC,， 和 物体 AC, 在 
B 点 用 铵 链 相 连 ,C， 和 C: 为 这 两 个 物体 的 重心 , AC,8B 在 一 直线 上 , 求 此 体系 的 振动 频率 
和 振幅 之 比 ， 


题 6.15 图 
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“6.17 吓 钟 , 如 图 所 示 一 架 钟 , 若 钟 舌 的 重心 和 钟 身 的 振动 中 

心 重合 , 则 钟 将 不 能 打响 而 成 为 一 架 哑 钟 , 试 证 明之 . 

提示 :把 此 体系 看 成 一 个 双 摆 ,利用 上 题 的 结果 ,证 明 在 钟 舌 
的 重心 和 钟 身 的 振动 中 心 重 合 时 可 使 0 /19, = 1 ,因此 钟 就 不 能 打 
响 , 强 追 振动 不 会 改变 振幅 之 比 , 钟 同 样 不 能 打响 . 

6.18 设 具 有 三 个 广义 坐标 g ,ax .9; 的 力学 体系 产生 微 振 
动 , 其 动能 了 和 势能 Y 可 写 为 

1 


工本 (人 + 全 + 全 )， 题 6.17 图 
V = gg qq +2gi+ EE + 293， 
已 知 1=0 时 ,qi 二 gio,g2 = qx0193= ga,91=92=g3=0. 求 此 体系 的 运动 . 
“6.19 三 根 劲 度 系数 为 上 .自然 长 度 为 皇 R 的 轻 质 弹 揭 ,相互 连结 着 质量 为 m 的 三 个 小 


球 ,并 组 成 半径 为 R 的 圆 环 , 息 设 小 球 只 能 沿 着 这 个 圆 轨 道 无 摩擦 地 运动 , 试 求 体系 的 简 正 
频率 并 讨论 每 一 个 简 正 模式 的 物理 意义 . 


im 


题 6.19 图 题 6.20 图 题 6.21 图 


“6.20 若 将 上 题 中 三 个 蜀 合 振子 扩充 为 六 个 看 合 振子 (弹簧 的 自 然 长 度 为 亏 民 ) , 试 求 体 


系 的 简 正 模式 和 简 正 频 率 . 

6.21 半 项 角 为 p 的 圆锥 铅 直 倒立 固定 在 O 点 ,质量 为 m 的 质点 被 约束 在 圆锥 面 上 作 
无 摩擦 地 滑动 . (1) 求 质点 的 拉 格 朗 日 函数 及 运动 方程 ;(2) 求 质点 作 稳定 圆 轨道 运动 时 的 
圆 半 径 x,;(3) 经 微 扰 , 质 点 是 否 能 绕 此 圆 轨 道 作 简 谐 振动 ? 若 可 ,其 振动 频率 w = ? 
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各 种 实际 力学 问题 或 多 或 少 都 存在 阻尼 . 阻尼 的 物理 机 制 很 复杂 ,没有 一 
个 统一 的 阻力 表示 式 . 因此 本 章 首 先 讨论 如 何 选取 适当 的 阻力 表示 式 , 并 在 此 
基础 上 讨论 四 类 最 常见 的 阻尼 运动 :(1) 恒 力作 用 下 的 阻尼 直线 运动 ;(2) 阻 尼 振 
动 , 包 括 非 线性 振动 对 共振 的 影响 ;(3)RLC 电路 的 拉 格 朗 日 方程 ;(4) 阻 尼 介 质 
中 的 抛射 体 运动 . 
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通常 的 物体 在 运动 时 总 要 受到 一 定 的 阻力 的 作用 . 如 果 没 有 任何 别 的 力 的 
作用 ,阻力 最 后 将 迫使 物体 趋向 静止 . 轮船 ,火车 等 在 行进 时 ,突然 切断 其 能 源 ， 
在 谢 行 一 段 距离 之 后 ,各 种 阻力 的 作用 将 使 其 停止 下 来 . 

讨论 物体 运动 时 ,如 果 阻 力 与 作用 于 物体 的 其 他 一 些 力 相 比 非 常 小 , 略 去 阻 
力 不 会 引起 大 的 错误 , 则 可 先 将 阻力 略 去 不 计 , 使 问题 比较 容易 求解 . 如 果 阻 力 
对 运动 有 显著 的 影响 ,例如 轮船 在 水 中 航行 ,汽车 在 路 上 行驶 ,子弹 在 空中 飞行 ; 
或 者 问题 的 精确 度 要 求 很 高 ,要 考虑 长 时 间 的 积累 效应 ,例如 人 造 卫 星 的 运行 等 
等 ,这 些 情 况 下 阻力 就 不 能 忽略 . 

物体 在 运动 中 受到 的 阻力 下 ,其 真正 的 性 质 是 相当 复杂 的 ,通常 阻力 可 以 分 
成 四 类 : 

(1) 摩擦 阻力 . 固体 和 固体 接触 面 间 的 阻力 , 即 通常 所 说 的 摩擦 力 . 早 在 
18 世纪 末 ,库仑 (C. A. de Coulomb，1736 一 1806) 就 总 结 了 三 条 摩擦 定律 

在 干燥 清洁 的 状态 下 ,固体 与 固体 间 的 静摩擦 力 ,与 正 压 力 成 正比 ,而 与 
外 表 接 触 面积 的 大 小 无 关 , 即 

F = psFN， (1.1) 
式 中 jy, 称 为 静摩擦 因数 ,FF、 为 垂直 于 接触 面 的 正 压力 . 

在 同样 的 状态 下 ,固体 与 固体 间 有 相对 滑动 时 ,摩擦 力 仍 与 正 讨 力 成 正 

比 , 而 和 相对 速度 的 大 小 无 关 , 即 
F = pFy, (1.2) 
式 中 心 为 滑动 摩擦 因数 . 
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@ 静摩擦 力 大 于 滑动 摩擦 力 . 摩 氛 因 数 和 滑动 速度 的 关系 如 图 7.1 所 示 . 
由 于 接触 面 止 凸 不 平 哮 合 所 致 ,后 来 逐渐 认为 
摩擦 阻力 主要 来 自 表面 层 分 子 间 的 粘 合 力 . 二 
者 都 能 解释 库仑 摩擦 定律 . 但 按 四 凸 说 , 摩 氛 ”和 4 人 -~ 
因数 与 物性 无 关 ; 按 粘 合 说 ,摩擦 因数 本 质 上 是 
由 物性 决定 的 . pT 
(2) 粘 滞 阻力 . 由 流体 的 烙 滞 性 所 产生 的 
阻力 . 物体 在 流体 中 运动 时 ,由 于 流体 的 内 摩 图 7.1 
擦 力 ,靠近 物体 表面 的 一 层 流体 要 跟随 流体 运动 ,因此 物体 的 一 部 分 动量 要 转移 
给 周围 的 介质 ,使 物体 的 动量 减少 ,这 等 效 于 物体 受到 一 个 阻力 的 作用 . 从 理论 
和 实验 两 方面 都 能 证 实 这 种 情况 下 的 阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 , 即 


工 三 一 cm . (1.3) 
小 球 通过 流体 的 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 律 
F =- 3xrdm (1.4) 


即 是 一 例 , 式 中 4 为 小 球 直径 ,7 为 介质 的 粘度 . 

(3) 尾 流 阻力 . 当 物 体 穿 过 静止 不 动 的 介质 ,或 者 说 , 当 流 体 流 过 一 静止 不 
动 的 障碍 物 时 ,由 于 流 线 受 到 阻塞 ,物体 的 头 部 就 受到 动 压 力 的 作用 ,而 流 线 则 
在 物体 头 部 分 开 ,直到 绕 过 物体 之 后 也 不 一 定 重新 汇合 起 来 ,结果 便 在 物体 尾部 
形成 涡 旋 ,使 物体 头 尾 两 部 分 发 生 显著 的 压力 差 , 头 部 压力 大 于 尾部 压力 ,使 物 
体 受 到 一 个 与 运动 方向 相反 的 合力 ,这 就 是 尾 流 阻力 . 牛顿 针对 这 种 情形 ,最早 
提出 一 个 与 速度 平方 成 正比 的 阻力 函数 :以 速度 v 在 流体 内 运动 的 物体 ,在 单 
位 时 间 内 一 定 要 把 自己 的 速度 传递 给 周围 质量 为 pvo 的 流体 ,这 里 o 是 流体 的 
密度 ,o 是 物体 与 运动 方向 垂直 的 截面 积 , 这 种 速度 传递 所 需要 的 力 应 与 其 动量 
mv 三 (pvo)vw 的 变化 率 成 正比 ,由 此 即 可 推 得 物体 受到 的 阻力 与 速度 vw 的 平方 
成 正比 ， 

(4) 波 阻 力 . 对 于 运动 速度 超过 声速 的 物体 ,会 形成 自 物体 发 射 到 周围 介 
质 中 的 波 , 它 要 消耗 物体 的 能 量 , 由 此 所 产生 的 阻力 即 为 波 阻 力 . 波 阻 力 对 于 以 
超声 速 在 空气 中 运动 的 物体 极为 重要 . 

产生 以 上 各 种 阻力 的 根源 是 极端 复杂 的 ,而且 各 不 相同 ,要 说 它们 之 间 有 何 
共同 点 , 那 只 有 能 量 的 转换 了 , 即 每 一 种 阻力 都 是 以 不 同形 式 使 能 量 从 运动 物体 
向 周围 介质 散 逸 ,最 后 转化 为 热 . 正 是 由 于 这 一 点 ,阻力 常 被 称 作 耗 散 力 . 

从 纯 力 学 的 观点 看 ,重要 的 是 怎样 建立 总 的 阻力 表示 式 . 不 论 何 种 情况 , 阻 
力 的 方向 恒 和 物体 运动 的 方向 相反 ,其 大 小 与 物体 的 形状 和 尺寸 .周围 介质 的 物 
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性 以 及 物体 运动 的 速度 有 关 . 因此 很 自然 地 可 把 物体 所 受 的 总 阻力 表示 为 
F=-cf(v), (1.5) 
其 中 函数 f(wv) 反 映 阻力 随 速 度 的 变化 关系 ,系数 c 则 和 物体 的 形状 .大 小 、 表 面 
状况 及 介质 的 物性 有 关 . 
在 实用 上 ,如 果 摩 擦 阻力 是 主要 的 , 则 (1.5) 式 可 用 (1.1) 和 (1.2) 式 代 圭 . 


如 果 物 体 在 粘 潜流 体 中 运动 ,其 雷诺 数 Re = "<1.0(w 为 物体 运动 速度 ,a 为 


特征 太 才 ,如 小 球 的 直径 .飞机 的 愤 展 等 表征 物体 大 小 数量 级 的 一 个 量 ,y = 站 


是 流体 的 运动 粘度 ), 则 (1.5) 式 可 用 速度 一 次 律 (1.3) 式 代替 . 在 其 他 各 种 情况 
下 ,只 要 物体 的 运动 速度 不 是 接近 声速 和 超过 声速 ,(1.5) 式 一 般 都 可 用 速度 二 
次 律 来 代替 ,并 且 具 体 表 示 为 


F = -3c | (1.6) 


其 中 p 和 a 的 意义 如 前 所 述 ,分 别 为 介质 密度 和 垂直 于 运动 方向 物体 的 截面 积 ， 
c 称 为 阻力 系数 ,其 大 小 由 物体 的 几何 形状 决定 ,例如 对 于 面 对 气 流 运 动 的 贺 
盘 ,c=1.12, 对 于 张 开 的 降落 伞 ,c =1.33. 对 于 运动 速度 接近 和 超过 声速 的 抛 
射 体 ,我 们 也 可 用 (1.6) 式 来 表示 物体 所 受 的 总 阻力 ,但 这 时 阻力 系数 c 不 再 看 
成 是 常数 ,而 是 物体 运动 速度 的 函数 . c 和 mu 的 关系 一 般 由 实验 曲线 确定 . 图 
7.2 是 步枪 子弹 阻力 系数 的 典型 曲线 ,从 图 中 可 以 看 到 , 当 子 弹 的 速度 从 亚 音 速 
向 超 音速 过 渡 时 ,阻力 系数 有 显著 的 增长 ,直到 速度 很 大 时 才 重 新 趋 近 某 一 恒定 
值 . 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 


200 300 400 500 600 700 800 900 1 000 1 100 vAm/s) 


图 7.2 
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7.2 人 恒 力 作用 下 的 阻尼 直线 运动 


最 简单 的 一 类 阻尼 运动 是 无 其 他 外 力 或 仅 受 恒 力作 用 的 阻尼 直线 运动 ,如 
空气 中 的 自由 落体 ,静水 中 的 泥 沙 沉淀 ,车 、 船 .飞机 的 直线 运动 等 ,都 属于 这 一 
类 问题 . 由 (1.5) 式 ,这 一 类 问题 的 运动 方程 为 


m TY = Fo -cf(v), 


或 

至 = 28/(%) . (2.1) 
式 中 a = Fo/m 是 由 恒 力 FF 所 产生 的 加 速度 ,28 = cfm 称 为 阻尼 因子 , 当 c 不 
变 时 也 是 一 个 常量 . 若 c 和 速度 有 关 , 则 8 也 是 速度 wv 的 函数 . 因此 不 论 何 种 
情况 ,(2.1) 式 右 端 只 是 速度 v 的 函数 ,可 通过 分 离 变量 的 方法 对 (2.1) 式 进行 


积分 ,得 


fF dv 
ti = | T2870 (2.2) 
再 根据 dz = wdi ,又 可 得 
fr vdv 
* |. a 2800) 2.3) 
算出 上 面 这 两 个 积分 后 ,总 可 以 从 中 消去 wv 而 得 到 函数 x = f(1) ,物体 的 运动 情 


况 就 完全 决定 . 
由 方程 (2.1) 可 知 ,不 论 物体 的 初速 度 如 何 , 只 要 物体 的 速度 v 达到 了 某 一 
值 v., ,使 


a 


fv ) 一 28 ， 


则 物体 的 加 速度 dvjdz 将 为 零 ,速度 就 不 再 变化 . 满足 方程 (2.4) 的 速度 。_ 称 
为 物体 的 极限 速度 或 收尾 速度 . 例如 轮船 或 火车 , 当 它 开 足 马力 加 速 到 上 述 收 
尾 速度 之 后 便 不 再 增 速 ,而 以 恒 速 行进 ,此 后 发 动机 发 出 的 能 量 将 全 部 用 来 克服 
阻力 . 

下 面 就 几 种 特殊 情形 来 讨论 方程 (2.2) 和 (2.3) 的 解 . 先 讨论 阻力 和 速度 成 
正比 的 情形 ,此 时 方程 (2.2) 和 (2.3) 可 写成 


: =| dv (2.5) 


(2.4) 
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ff” vdyv 
+ | 3 (2.6) 
a 和 8 都 为 常量 . 计算 (2.5) 式 的 积分 得 
:= zh 2 (2.7) 
此 式 可 写成 另 一 形式 ; 
"= 畜 [高 -mje” (2.8) 
这 就 是 速度 随时 间 变 化 的 方程 式 . 以 v=dzridt 代 和 人 (2.8) 式 可 得 
dz = 况 dt - 攻 - vo )e dt (2.9) 
设 上 =0 时 ,z=0, 积 分 上 式 得 
a 1 a —28t 
<- 弟 (区 -je (2.10) 


这 就 是 位 移 随 时 间 变 化 的 方程 式 . 

(2.8) 式 表明 , 当 :一 co 时 ,=a/28, 它 就 是 上 面 所 指出 的 极限 速度 w。. 所 
以 从 理论 上 讲 , 物 体 要 达到 极限 速度 ,需要 无 限 长 的 时 间 . 实际 上 由 于 ， 随 : 是 
以 指数 规律 训 减 的 ,到达 极 限 速度 所 需 的 时 间 主 要 决定 于 阻尼 因子 8, 可 以 认为 
当 2Bt >3 时 ,物体 已 经 达到 了 极限 速度 . 另外 , 当 1 一 co 时 ,由 (2.10) 式 可 得 


Vw 一 Vo 


78 ， (2.11) 
这 是 一 条 直线 方程 , 它 是 曲线 (2.10) 的 渐 近 线 . 图 7.3 和 图 7.4 分 别 给 出 了 根 


据 方程 (2.8) 和 (2.10) 所 绘 的 曲线 . 从 图 7.4 可 看 出 ,在 t 较 大 时 ,x 随 : 的 变化 
规律 可 看 成 是 一 有 虚设 初 位 移 ze = (zs - ve)/28 的 匀速 直线 运动 . 


TT 二 Vwt— 


如 粘 沾 力 下 = -co 是 物体 所 受 的 唯一 作用 力 ,那么 可 令 方 程 (2.8) 和 
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(2.10) 中 的 a=0, 得 
v= Vet, (2.12) 
x 一 28(1 — e728). (2.13) 
从 这 两 个 方程 可 知 , 受 这 一 类 阻力 作用 时 ,要 使 物体 趋向 静止 ,从 理论 上 讲 ， 
需要 无 限 长 的 时 间 ,但 经 过 的 路 程 却 是 有 限 的 ,等 于 v0/28. 
现在 我 们 利用 上 述 结 果 来 讨论 诬 泥 或 微粒 在 静水 中 或 雾 点 在 空气 中 滞 沉 的 
情形 . 在 这 种 情况 ,阻力 采用 (1.4) 的 形式 . 设 ol 为 质点 的 密度 ,o; 为 介质 的 密 
度 , 则 


人 
28= £5 = :zc - > 
由 此 得 出 收尾 速度 v- 为 
2 = gq?. (2.14) 


"28 187 

此 式 表明 ,同样 物质 的 微粒 在 同样 的 粘 灌 流体 中 ,在 重力 的 作用 下 下 落 时 ,颗粒 
大 的 微粒 的 速度 比 颗粒 小 的 微粒 的 速度 要 大 ,极限 速度 是 和 微粒 线 度 的 平方 成 
正比 的 . 

[ 例 1】 求 初速 为 零 ,密度 p=3x 10: kgjnm3 ,直径 d=3x10 “5m 的 微粒 ,在 20 人 的 更 
水 (7=0.001 Pa's) 中 下 沉 20 m 所 需 的 时 间 . 

解 : 先 求 极限 速度 ,由 (2.14) 式 得 

_ 3x10 -1x10 


二 5 2 
vw = 18 x 0 oot x 9.80 x (3 x 107) mis 0.001 m/s. 
阻尼 因子 8 的 值 
187 18 x 0.001 -1 _ 2 4 -1 
Pd 3x10 x(3x10™)S 3 


于 是 由 (2.11) 妈 可 求 得 下 落 的 时 间 


痢 Uw 一 un + 20 加 
t = (z+ 7 jj = 二 = F601 = 20000s. 


下 面 再 讨论 阻力 和 速度 平方 成 正比 的 情形 ,这 时 需要 讨论 两 种 情形 ;(1) 恒 力 的 方向 和 物 
体 运动 的 方向 一 致 (a >0), 例 如 下 落 物体 ;(2) 恒 力 的 方向 和 物体 运动 的 方向 相反 (<0) , 例 
如 垂直 上 抛 的 物体 ,这 两 种 情况 所 得 出 的 积分 有 不 同 的 形式 ， 

先 讨论 e >0 的 情形 . 这 时 (2.2) 和 (2.3) 可 写 为 


了 dm oa rr dv 
t= 一 3 » 
| 二 a fs ve ~ v (1) 
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vdv of vdv 
| a 一 2p8o a | vw (2) 
式 中 
/ea 
™ N28 
是 收 屁 速度 . 将 (1) 和 (2) 进 行 积分 得 
1 = 节 |anh( 过 )- amh( 伴 ) (3) 
二 Fe ln Di (4) 
如 果 物 体 是 从 静止 状态 开始 运动 的 ,由 上 面 两 个 方程 可 得 
二 oil( 全 让 (5) 
TT In 2 OY (6) 
由 此 两 式 消去 v 得 
z= In 中 [到 (7) 


下 面 讨论 a<0 的 情况 . 此 时 (2.2) 和 (2.3) 可 写 为 
| | 
i 
式 中 =| a | >0, wv \/ 各 算出 以 上 两 个 积分 ,得 
t= aretan (名)- mcan (六 ) | (8) 


2 2 
r= 二 一 各 7、 (9) 


当 物 体 在 阻力 和 恒 力 的 联合 作用 下 ,速度 由 w 逐渐 减少 到 v=0 时 ,所 需 的 时 间 和 经 过 的 距 
离 可 由 (8) 和 (9) 分 别 得 出 : 


四 wi {0 
t= arctan\ 7 )， (10) 

了 vw 

om 0 
一 in(1 十 vl 让 (11) 


此 后 物体 将 向 反方 向 运动 ,这 时 (8) 和 (9) 不 青 适用 ,而 属于 a >0 的 情况 了 . 
【 例 21 伞兵 从 高 空 跳伞 ,总 质量 100 kg, 设 阻力 


1 ， 
有 一 一 FH pocv . 
已 知 空气 o= 1.293 kg/m ,降落 使 未 打开 时 截面 积 cl = 0.8 m’ ,阻力 系数 c, = 1.00, 隆 落 爹 
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打开 后 ,cs =18 m ,ec*=1.33, 求 两 种 情况 下 伞兵 下 落 的 极限 速度 w。 和 v,。 ;车 人 金 兵 延迟 开 
使 ,在 达到 极限 速度 w。 时 再 打开 降落 伞 , 问 经 过 多 人 少时 间 后 速度 可 减 小 到 1.1%w;。 ,在 此 时 


间 内 下 落 的 距离 是 多 少 ? 
解 : 降落 们 打开 前 后 的 a 值 是 相同 的 ， 
Fo > 
a 8- 9.8 m/s . 
降落 伞 未 打开 时 ,阻尼 因子 
上 cpa , 
28 = = 0.52 x 10“m', 
降落 伞 打 开 后 阻尼 因子 
1 
本 cap , 
28, = = 15.5x10°m’!. 


nl 


由 (2.17) 式 ,得 两 种 情况 下 的 极限 速度 为 


vw = a 3 > 43.4 mis, 
Um Aj 2 2 7.9 mls. 


部 拿 兵 延迟 开 合 ,在 到 达 极 限 速 度 w 。 后 再 打开 降落 伞 , 则 速度 从 v,。 减 到 1.1v,。 所 需 的 时 

间 可 由 上 例 (1) 式 求 得 : 

| lls 

在 这 段 时 间 内 所 经 过 的 距离 可 由 上 例 (2) 式 求 得 ; 
四 王 人 站 vdv 


[a 


vv 


Vo 


5 TA 15.7m. 
Uw 一 也 


To 
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取 体 系 的 平衡 位 置 为 广义 坐标 原点 ,并 假定 阻力 是 速度 的 一 次 函数 (线性 振 
动 ), 则 物体 的 运动 方程 为 


式 中 是 劲 度 系数 ， 用 轨 除 上 式 网 端 , 并 引信 记 与 和 
站 oo， (3.2) 

则 方程 (3.1) 可 改写 为 
xz+2p + wir =0. (3.3) 


wo 是 在 没有 阻力 时 物体 自由 振动 的 频率 . 


$7.3 一 维 阻尼 振动 219 


可 根据 解 常 系数 线性 方程 的 一 般 法 则 求解 方程 (3.3). 设 
得 微分 方程 (3.3) 的 特征 方程 为 
A*+2MM+ wi= 0, 


它 的 根 为 
41=-p8+VP -ow. 
于 是 得 方程 (3.3) 的 通 解 为 
T= cle' + cer’, (3.4) 
为 了 讨论 这 个 解 的 物理 意义 ,需要 区 别 两 种 情况 : 
B<w 和 B > own. 
如 果 8B< wo ,(3.4) 式 可 写 为 
r= ae cos(wt - P). (3.5) 
式 中 
w= wo — B’, Pp = aretan| 二- 十 £ | (3.6) 


均 为 实 常数 ,zu 和 ze 为 物体 的 初 位 置 和 初速 度 . 方程 (3.5) 的 曲线 如 图 7.5 所 
不 , 它 可 以 看 成 带 有 指数 衰减 振幅 的 谐振 动 . 振幅 衰减 的 速度 由 指数 8 决定 ,而 
振动 的 频率 w 小 于 无 阻尼 时 的 自由 振动 的 频率 w,. 存在 阻尼 时 频率 变 小 是 由 
于 阻尼 阻碍 运动 造成 的 . 
如 果 B>uwo ,这 时 4 的 两 个 值 都 是 实数 ,而且 都 是 负数 ,(3.4) 式 可 改写 为 
并 二 ce (BV Po) + ce (PVF) (3.7) 


图 7.5 图 7.6 


这 时 zx 是 : 的 单调 递减 函数 , 当 :一 ce 时,z 趋向 平衡 位 置 ,而 没有 振动 ,如 图 
7.6 所 示 . 这 种 运动 类 型 称 为 非 周期 性 衰减 . 

最 后 , 当 8= we 时 ,特征 方程 具有 一 个 重 根 , = - 8, 这 时 微分 方程 (3.3) 的 
通 解 为 


r= (cl+cot)e (3.8) 
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这 是 非 周期 性 衰减 的 特殊 情况 , 它 虽然 不 一 定 是 单调 递减 的 运动 ,但 同样 没有 振 


动 的 性 质 . 
现在 讨论 有 阻力 时 的 强迫 振动 . 在 方程 (3.3) 中 添加 强迫 力 Fcos w,t 得 运 


动 方程 


十 28r + wix = cos wt. (3.9) 
采用 复数 形式 解 这 个 方程 比较 方便 ,因此 我 们 用 e“' 来 代替 上 式 右边 的 cos w,7: 
十 28r + ci = er (3.10) 


这 个 方程 的 通 解 就 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 +， 和 任意 一 个 特 解 x+, 的 和 . x， 
在 前 面 的 自由 阻尼 振动 中 已 讨论 过 了 . 现在 只 要 再 求 一 个 特 解 x; 即 可 . 为 此 


令 


Xx; = Be = be 2 . (3.11) 
将 (3.11) 代 入 (3.10), 得 
| F 
B = or ray (3.12) 
或 
p= FF 
mv (ww ) +48 2 
) on Ae (3.13) 
tan 6 = ch 5 


为 明确 起 见 ,我 们 讨论 w。> 8 时 的 情形 . 将 (3.12) 或 (3.13) 代 人 (3.11) , 取 其 实 
部 ,最 后 得 方程 (3.9) 的 通 解 为 
T= ae cos(wt - pg) + beos(w,t — 6), (3.14) 
上 式 第 一 项 随时 间 按 指数 规律 递减 ,所 以 经 过 足够 长 的 时 间 后 , 留 下 的 只 是 第 二 
项 
z= becos(w,t 一 全 ). (3.15) 
这 是 一 个 简 谐 运动 ,其 频率 即 为 强迫 力 的 频率 w, ,振幅 5 由 (3.13) 式 决定 . 当 
wp 一 oo 时 ,振幅 6 虽然 也 要 增加 ,但 不 会 趋向 无 穷 大 . 令 


K 二 一 一 一 一， (3.16) 


其 中 y= SE, , 则 振幅 6 可 表示 为 
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强迫 振动 有 相位 差 . 图 7.8 是 根据 (3.13) 式 绘 出 的 相位 差 6 随 频 率 比值 
节 变化 的 曲线 . 在 外 力 的 强迫 作用 下 ,体系 振动 的 相位 总 是 落后 的 , 从 图 中 可 
以 看 出 :在 or 六 wo 时 ,相位 落后 x; 在 ws< 科 os 时 ,相位 差 接近 于 零 ;在 ov = w 
时 ,相位 恒 落后 椰 . 无 阻尼 时 , 当 w。 从 大 于 w。 趋 近 于 we 时 ,相位 落后 xi 从 


小 于 w。 趋 近 wo 时 ,相位 差 为 零 . 所 以 阻尼 为 零 时 ,相位 差 在 w,= ws 处 有 一 x 
跳 变 . 有 阻尼 时 ,这 一 跳 变 被 抹 平 了 ,相位 差 从 0 到 一 x 是 连续 变化 的 . 
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7.4 耗 散 函 数 多 自由 度 体 系 的 阻尼 振动 


体系 作 微 振动 时 ,速度 是 个 小 量 . 因此 总 可 以 假定 作用 在 微 振 动 体 系 上 的 
阻力 是 速度 的 线性 函数 . 例如 作用 在 第 i 个 质点 上 的 阻力 在 x 方向 的 分 量 可 表 
示 为 

F,, =— cr,, (4.1) 
式 中 c 是 比例 系数 ， 

对 于 多 自由 度 体系 的 微 振动 问题 ,在 第 六 章 中 我 们 是 用 拉 格 朗 日 方程 来 处 
理 的 . 而 以 前 所 应 用 的 拉 格 朗 日 方程 ,都 没有 包含 阻力 . 如 何 把 (4.1) 这 种 形式 
的 阻力 纳入 拉 格 朗 日 方程 的 理论 框架 中 去 呢 ?” 办 法 是 引入 一 个 耗 散 函 数 G ,在 
拉 格 朗 日 方程 的 左 端 添加 一 项 9G/39g,. 

我 们 从 最 简单 的 情况 开始 . 对 于 一 个 沿 z 方向 运动 的 质点 ,定义 耗 散 函数 
G 为 
cx’. (4.2) 


没有 阻力 时 质点 的 运动 方程 为 


d aT 3T 3V 
= Q， 


dt a2 ar ar 
式 中 一 9V/9z 为 作用 在 质点 上 的 保守 力 ,Q 为 作用 在 质点 上 的 非 保守 的 主动 
力 . 质点 所 受 的 阻力 可 表示 为 


这 表明 在 计 入 阻力 后 只 要 在 原来 的 拉 格 朗 日 方程 中 加 上 一 项 9G/9x 即 可 . 即 


d aT 39T 9V 3G | 
Har rtartar 4.3) 


者 主动 力 都 是 保守 力 , 则 (4.3) 可 写 为 
daL 3L 3G 


dtar or 927. 
在 质点 作 一 般 运 动 的 情况 下 ,速度 可 分 解 为 三 个 正 交 的 分 量 , 耗 散 函 数 可 写 为 
G= 3 +t oy + or). (4.5) 


对 于 质点 系 来 讲 ,对 每 一 个 质点 都 可 以 写 出 (4.5) 式 ,把 它们 加 起 来 即 得 整个 质 
点 系 的 耗 散 函数 


(4.4) 


$7.4 耗 散 函 数 多 自由 度 体系 的 阻尼 振动 223 


G = 了 于 (ce + (4.6) 
一 般 情况 下 质点 系 受到 约 东 ,坐标 x; .wz (=1,2,…) 不 是 互相 独立 的 ,这 时 
只 有 将 (4.6) 式 改 为 用 广义 坐标 g ,9 ,… 及 广义 速度 go, ,9;,… 表 示 , 才 能 纳入 
我 们 以 前 所 用 的 拉 格 郎 日 方程 的 框架 中 去 . 坐标 x; 和 广义 坐标 go ,gq;,… 的 关 
系 由 约束 方程 


Ti = ZX,(q192'""q;) 
给 出 ,因此 


. dx,, 
十; 一 >， dg 
。 dr. 9rx.， 
2 1 i 
Ti= > ,3 Fede 
之 9d。 9 gs 


类 似 地 写 出 y, 和 z, 的 表示 式 , 将 它们 代入 (4.6) 可 得 


1 x, 9x, OOy dy zx， 9x. | 。 
(二 二 和 ， 

2 > gg gg "9g, 9qe "de 
1 本 bd 

上 Zl (4.7) 

其 中 
9x, qx oy 9y, dz 3 ) 
css = Cj |} (4.8) 

7 > gg 9g 9g 0g “9g, qh 


cy 一 般 是 gi ,9;,…,g, 的 函数 . 但 在 微 振动 问题 中 ,9 ,oa ，… 和 ,9 ，… 都 是 
小 量 , 在 工 和 YY 中 我 们 都 只 保留 到 二 级 小 量 , 因 此 G 也 只 要 保留 到 二 级 小 量 . 
所 以 (4.7) 中 的 cs 可 看 成 常数 . 

耗 散 函数 表示 为 (4.7) 的 形式 后 , 计 人 阻力 的 质点 系 的 拉 格 朗 日 方程 为 


a 9 9 了 
dT 93493796 Qu 12 (4 .9) 
dz 9g, 0g, 9g, 9g, 


da aL 9G 
下 5 = 5 3 a = 1,2,.",s. (4.10) 
耗 散 函数 G 具有 能 量变 化 率 的 量 岗 , 它 决 定 了 力学 体系 能 量 的 耗 散 率 


-dEjdt. 证 明 如 下 : 


dE dd : 9L 
-一 = 一 一 一 二 
dt 于 | 2 dg, 
/dar 2 
一 2 人 9g, aE 
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将 (4.10) 代 入 上 式 得 


dt 
由 (4.7) 知 G 是 g, 的 二 次 齐 次 式 . 由 齐 次 函数 的 欧 拉 定理 可 得 
dG 
2 9g, = 2C， 
代入 前 式 即 得 
-=26. (4.11) 


所 以 单位 时 间 内 体系 所 耗 散 的 能 量 等 于 两 倍 的 耗 散 函 数 . 
下 面 我 们 用 (4.10) 式 来 讨论 两 个 自由 度 体系 的 微 振 动 问题 . 为 简单 起 见 ， 
设 qi 、g; 已 经 是 体系 的 两 个 简 正 坐 标 ,因此 


1 二 LD 
了 = (agi + a2242), 


1 。 。 
1 (4.12) 


、 1 . ， ， 。 
(7 = 7 (cngi + 2c129192 + cy242). 
将 (4.12) 代 人 (4.10) 可 得 


Ql1l qi + bli1qi 十 ci1g1 十 c1292 = 0,， 
。 。 。 (4.13) 
Qa22 G2 + O2292 + C12q1 + C2242 = 0， 
这 是 个 常 系数 线性 齐 次 方程 , 设 它 的 特 解 为 
gi = A ex ， 
| (4.14) 
他 2 一 A,e 。 
代 和 人 (4.13) 得 
AilaunA’ +cat+bn)+ AcA = 0, 
; (4.15) 
Aicid + As(aA’ + cz + b22) = 0. 


方程 (4.15) 只 有 在 其 系数 行列 式 为 零 时 才 有 非 零 解 , 即 要 求 
(ai tenaAt bn)(asd + cyaA+by) -cA =0. (4.16) 
这 是 一 个 关于 4 的 四 次 方程 . 它 有 四 个 根 :4, 、4; .4;、4. 如 果 阻 尼 不 很 大 , 即 
cc c2 较 小 , 则 四 个 根 都 是 带 有 负 的 实 部 的 复 根 , 即 
A =-7+iol，) = 一 7 一 ia， 
| 43 三 -at+ioy，A4 = Nn; -iw,. (4.17) 
其 中 nn、n;、wi、ws 都 是 正 实数 . 将 (4.17) 代 人 (4.15) 可 得 出 相应 的 比值 A,/ 
A;, 令 它 为 Al ws .3 、p44 ,最 后 得 方程 (4.13) 的 通 解 为 
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2 3 A 4 A 


gy = pA er + pA er + pA es + pA es 
其 中 A A” 、 4 人 、 AD 四 个 常数 由 初始 条 件 决定 . 为 了 看 出 其 振动 性 质 ,可 
将 (4.18) 化 为 三 角 国 数 形 式 . 经 过 简单 的 变换 可 得 
qr =e (Acoswt t+ A,sinwit)t+ 
e 2 (Aycos wt + Asin w,t), 
_ (4.19) 
q; =e "(Bicoswit + Bsinwit)+ 
e "(Bcos wt + Bsin wt). 
其 中 8 个 常数 A 、A,、A;、A, 和 B,、B，、B;、B, 全 部 可 用 A 、A;”、A! 和 
AT 表示 . 
如 果 嚼 尼 很 大 , 则 方程 (4.16) 可 能 有 2 个 甚至 4 个 都 是 负 的 实数 . 这 时 体 
系 不 是 周期 性 的 运动 ,和 一 个 自由 度 时 的 情形 类 似 . 
下 面 讨论 有 阻尼 时 的 强迫 振动 . 为 了 便 
于 比较 ,我 们 以 $6.8 中 两 个 耦合 振子 的 强迫 
振动 为 例 . 设 在 m, 和 mm, 之 间 加 一 个 阻尼 Fucos wrt 
器 ,如 图 7.9 所 示 . 假定 m, 受到 一 个 水 平 的 本 
于 抗力 Fucos w,? ,阻尼 器 所 产生 的 阻力 和 两 
个 质量 的 相对 速度 成 正比 , 节 mm; 受到 的 阻力 
为 c(z， 一 1) ,mm, 受到 的 阻力 为 -cc(x, 一 
x1). 由 此 可 得 体系 的 耗 散 函 数 为 


G = 于 ec 人 -2 (4.20) 


体系 的 动能 和 势能 


1 [a . 
T= 3 (mz + m277), 


V= FL + k(x — xi) ]. 
将 它们 代入 (4.10) 得 体系 的 运动 方程 为 


mizit+kiri— k(x — rx) = c(r 一 工 ) 十 Focosw,t, 
. | (4.21) 
m2 Ty + k(x — x) = cz ~- rx;). 
这 个 方程 的 解 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 , 它 具 有 (4.19) 的 
形式 ,由 于 它 的 振幅 按 e “衰减 ,稳定 时 这 个 解 就 不 起 作用 了 . 另 一 部 分 是 非 齐 
次 方程 的 一 个 特 解 , 可 令 它 为 
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| XI = Alcos wt 二 Assinw,t, (4.22) 


Za = Aycos wt + Assin w,t. 

将 它 代 人 (4.21) ,并 令 其 中 cos w,t 及 sin w,t 前 的 各 个 系数 为 零 , 即 可 得 出 四 个 
代数 方程 ,用 于 解 A, .A, 、A;、A, 四 个 常数 . 解 出 后 代 人 (4.22) 即 得 体系 的 强 
迫 振 动 规律 ， 

实用 上 最 感 兴趣 的 是 使 m, 的 振动 削弱 以 至 消失 的 装置 ,这 种 装置 称 为 消 
振 器 (由 图 7.9 中 的 mA .8 三 部 分 组 成 ). 为 了 说 明 阻 尼 对 消 振 器 的 作用 . 可 
考察 mm 的 振幅 随 耗 散 系 数 c 变化 的 关系 . 根据 (4.22) 式 ,mm, 的 振幅 由 下 列 方 
程 

A = (zi) = A + A 

决定 . 王 面 我 们 略 去 中 间 演 算 过 程 ,而 直接 写 出 最 后 结果 : 


A dc rw i+ (wt -wi) 
4ce wi (ws 一 工 十 po 十 [pw oo 一 (ws 一 1)(ow 一 w 7 )] 


其 中 ,= 是 质量 ,在 静 力 Fu 作用 下 的 静 位 移 , w。=、/ 如 是 主 质量 mw， 


的 固有 振动 主 频 率 ,w = 是 干扰 力 频 率 与 主 频率 之 比 ,w=、/ < 是 消 振 器 的 


my 


固有 频率 ,w', = 是 消 振 器 固有 频率 和 主 质 量 主 频 率 之 比 ,y= 也: 是 消 振 器 质 


量 与 主 质量 之 比 ,c = 二 一 一 是 无 量 纲 阻尼 因子 . 


2m2 wo 


图 7.10 表 示 了 w=1,p==1/20 的 体系 对 于 不 同 阻 尼 值 时 其 主 质量 的 振幅 


”$7.5 非 线性 振动 对 共振 的 影响 227 


4/z: 与 频率 比 ws, = w,/wo 的 关系 . 图 中 的 一 条 虚线 表示 阻尼 为 零 , 即 c =0 的 
情形 ,这 是 $6.8 中 已 经 讨论 过 的 情况 . 另 一 条 虚线 表示 阻尼 为 co , 即 c 一 co 的 
情形 ,这 时 质量 mx 和 m, 将 刚性 地 连接 在 一 起 而 成 为 一 个 自由 度 的 体系 . 其 余 
两 条 实 线 分 别 为 c =0.10 和 =0.32 时 的 振幅 - 频率 特性 曲线 . 从 图 中 可 以 
看 到 ,在 两 个 共振 区 之 间 ,阻尼 对 强迫 振动 的 振幅 有 显著 的 作用 ,而 在 这 区 域 以 
外 ,阻尼 的 影响 是 很 小 的 , 从 图 中 还 可 以 看 出 不 论 c 为 何 值 ,所 有 振幅 - 频率 特 
性 曲线 都 通过 P、Q 两 点 ,这 两 点 是 c =0 和 一 o 的 特性 曲线 的 交点 ， 
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共振 是 工程 技术 上 的 一 个 极其 重要 的 问题 . 实际 的 共振 问题 必须 计 人 阻尼 . 上 面 两 节 
只 考虑 了 线性 振动 . 研究 表明 ,如 果 考 虑 非 线 性 振动 的 效应 ,那么 阻尼 共振 会 出 现 新 的 特性 ， 
即 所 谓 振幅 “破裂 "现象 . 本 节 对 这 一 性 质 作 一 简单 讨论 . 

将 $6.9 中 的 方程 (9.10) 和 和 本 章 的 方程 (3.9) 结 合 起 来 , 即 可 得 考虑 非 线 性 效应 后 的 一 
维 阻尼 强迫 振动 方程 ; 

YF+2R +t wr os wt -pa -sr (5.1) 

(上 式 中 的 p、s 就 是 $6.9 中 的 a、B8) 因 为 共振 总 是 和 阻尼 伴生 ,因此 我 们 只 需 讨 论 8< wo 的 

在 线性 振动 中 ,强迫 振动 的 振幅 ”对 外 力 的 振幅 下 和 频率 w, 的 依赖 关系 由 (3.13) 式 给 
出 . 在 共振 区 域 ,w, 和 wo。 的 值 接近 ,因此 若 令 


Wp 一 Wo + E, (5.2) 
则 e 一 定 是 小 量 . 将 (5.2) 代 入 (3.13), 考 虑 到 e 是 小 量 , 可 得 
2 
(e+P)= bt. (5.3) 
472 wo 


根据 $6.9 的 讨论 ,考虑 了 非 线 性 振动 的 修正 后 ,振动 的 基本 频率 的 修正 值 和 振幅 的 平 
方 成 正比 . 因此 方程 (5.1) 的 固有 振动 的 基本 频率 w 可 表示 为 


ww 二 wo + gb’, {5.4) 
其 中 
_ 35 _ 5p 
Bwo 12ow)” 


[ 见 $6.9 公 式 (9.18)]. 这 样 ,在 考虑 了 非 线 性 振动 的 修正 后 ,强迫 力 的 频率 w, 和 固有 振动 
的 基本 频率 w 的 差 应 为 

Ee =w,—-w=e—- wb’, 
式 中 se= op- oo 仍 按 (5.2) 式 的 规定 不 变 . 将 e 代替 (5.3) 中 的 后, 我们 就 得 到 强迫 振动 
的 振幅 5 随 强迫 力 的 振幅 下 和 频率 w,( 通 过 se = w, - wo 表示 ) 变 化 的 关系 式 ，; 
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4m wd 
这 是 一 个 关于 5” 的 三 次 代数 方程 , 它 的 实 根 决定 了 强迫 b 
振动 的 振幅 . 以 下 为 参数 , 作 6(es) 曲 线 , 即 可 看 出 5 随 
ws 和 下 变化 的 特性 . 
当下 很 小 时 ,也 一 定 很 小 , 略 去 (5.5) 式 中 高 于 六 
的 项 ,(5.5) 式 回 到 (5.3) 式 ,其 图 形 在 e=0 处 为 极 大 值 ， 
并 且 关 十 se=0 是 对 称 的 ,如 图 7.11(a) 所 示 , 随 着 下 的 (a) 
增加 ,曲线 发 生 形 变 . 开始 阶段 ,曲线 仍 有 一 个 极 大 值 ， 
但 极 大 值 向 正 es 一 边 ( 当 “>0 时 ) 移 动 ,如 图 7.11(b) 所 
示 . 这 两 种 情况 下 方程 (5.$) 只 有 一 个 实 根 ,振幅 5 是 唯 
一 确定 的 . 
但 是 从 某 一 个 值 下 = FF 以 后 ,情况 发 生 了 质 的 变 
化 . 如 图 7.11(c) 所 示 , 这 时 有 一 个 确定 的 频率 区 域 存 
在 ,在 这 个 区 域 里 ,方程 (5.5) 有 三 个 实 根 . 这 个 区 域 的 
边界 由 图 中 的 C 点 和 五 点 的 位 置 决定 . 在 这 两 个 点 上 ， 
9 oo， 将 (5.5) 式 对 。 微 商 得 
dh _ +x 
de ee — 4xeb’ + 3x rb + 8 
所 以 忆 点 和 DD 点 的 位 置 由 方程 
6 一 4ueb +3ko + 应 =0 (5.7) 
决定 . 将 (5,7) 和 (5.5) 联 立 ,消去 5, 即 可 求 得 对 应 于 CC 
点 和 也 点 的 两 个 es 的 值 e, 和 s;. 在 这 个 区 间 内 ,振幅 5 有 三 个 实 根 . 


bil(e— kb ) +P]= (5.5) 


($5.6) 


不 难看 出 ,在 这 三 种 情况 下 ,振幅 的 极 大 值 5 是 相同 的 . 6 出 现在 和 -0 处 . 由 


(5.6) 式 知 这 时 的 。= xb' ,将 它 代 人 (5.5) 式 即 得 
-_F. 
"2mwop. 
这 和 不 考虑 非 线性 振动 效应 时 由 (5.3) 式 所 得 出 的 结论 吻合 . 
在 & 存在 二 个 实 根 的 区 域 中 ,实际 振动 时 不 可 能 三 个 根 同 时 出 现 . 根据 运动 稳定 性 的 理 
论 可 以 证 明 ,三 个 根 中 的 中 间 一 个 根 [ 即 图 7.11(c) 中 虚线 所 表示 的 CD 段 ] 所 对 应 的 振动 是 
不 稳定 的 :体系 处 在 这 种 状态 时 ,会 使 振动 立即 变 为 大 一 些 的 或 小 一 些 的 根 ( 即 线 段 BC 或 
DE) 的 振动 ,〈 回 忆 $4.11 讨论 刚性 转动 稳定 性 时 ,我们 曾 证 明 当 > 了, > 1 时 ,对 应 于 1， 
的 转动 是 不 稳定 的 . 这 里 的 情况 有 些 类 似 ,但 证 明 比 较 宛 长 , 故 不 作 讨论 ,) 因 此 可 见 ,在 图 
7.11{c) 的 情形 中 ,只 有 ABC 和 DEF 两 个 分 枝 才 对 应 体系 的 真实 振动 . 允许 存在 两 种 不 同 振 
幅 的 频率 区 域 是 这 种 振动 的 一 个 特点 ， 当 外 力 的 频率 逐渐 增加 时 ,强迫 振动 的 振幅 将 沿 着 曲 
线 ABC 增加 . 到 达 C 点 时 ,振幅 发 生 * 破 裂 ", 跃 变 到 点 ,然后 随 着 频率 的 继续 增加 , 沿 曲 
线 EF 改变 . 如 外 力 的 频率 从 大 逐 源 减少 到 小 ,那么 强迫 振动 的 振幅 沿 曲 线 FED 变化 ,在 站 


bn (5.8) 


”7.6 RLC 电路 的 拉 格 朗 日 方程 229 


点 振幅 “破裂 "路 变 到 B 点 ,然后 沿 BA 减少 . 

最 后 我 们 来 计算 会 发 生 振 幅 “ 破 裂 " 这 一 现象 的 下 的 临界 值 F. 从 图 7.11 中 可 以 看 到 ， 
及 是 当 C 点 和 DD 点 重合 时 的 下 值 . 而 C 点 和 DD 点 所 对 应 的 e 值 是 由 方程 (5.7) 的 根 决定 
的 ,要 使 CC 点 和 DD 点 重合 , 需 使 方程 (5.7) 有 重 根 . 这 个 条 件 就 是 方程 (5.7) 的 判别 式 为 零 ， 
即 w*5 = ,这 时 =2xp”. 将 它们 代入 (5.5) 式 即 得 


全 = Bm wp (5.9) 
| Ki 
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易于 从 力学 体系 推广 应 用 于 非 力学 体系 ,是 拉 格 朗 日 方程 的 优点 之 一 . 本 节 讨 论 如 何 
把 拉 格 朗 日 方程 用 于 RLC 电路 的 问题 ,可 以 看 到 , 它 和 线性 阻尼 振动 的 情况 完全 相似 . 
图 7.12 是 一 个 最 简单 的 RLC 电路 , 它 由 电感 二 .电阻 R .电容 C 和 电源 已 串联 而 成 . 


令 。 表示 电荷 ,; = 笃 表 示 电 流 ,w 表示 电路 中 各 元 件 两 端的 电位 差 , 则 
dr 


ue = 二 = €lidr (6.1) 


7.12 图 7.13 
由 欧姆 定律 得 
LE + Ri 二 [id = Er)， 
或 
1 de Rae 本 = E(:) (6 2) 
dr: di CC ' 


现在 我 们 再 来 看 如 图 7.13 所 示 的 力学 体系 ;质量 为 m 的 质点 在 弹性 力 - ky. 阻力 -cg 
和 和 强 追 力 F(t) 作 用 下 运动 . 此 力学 体系 的 动能 了 ,势能 V . 耗 散 函数 G 和 广义 力 Q 分 别 为 


T= Le, V = kg， G = 村 co， Q = FI) 


2 
将 它们 代 人 前 节 给 出 的 考虑 了 阻尼 后 的 拉 格 朗 日 方程 (4.9), 得 
mt +t hy = Fr) (6.3) 


比较 方程 (6.2) 和 (6.3), 可 以 看 到 两 者 的 数学 结构 是 完全 相同 的 , RLC 电路 (线性 电路 ) 中 的 
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各 个 电学 量 和 一 个 作 线 性 振动 的 力学 体系 的 各 个 力学 量 之 间 , 有 一 一 对 应 的 关系 :电荷 e 和 
广义 坐标 4g 相当 ,电感 L 和 质量 mm 相当 ,电阻 尽 和 阻尼 系数 < 相当 ,电容 的 倒数 LIC 和 劲 度 
系数 相当 ,电源 的 电动 势 E 和 广义 力 Q 相当 . 

以 上 讨论 的 是 单个 自由 度 的 情况 ,不 难 推 广 到 多 个 自由 度 的 情况 . 因为 动能 .势能 各 耗 
散 函 数 都 具有 可 加 性 ,因此 对 任意 的 RLC 电路 来 说 ,如 果 我 们 取 


其 中 五, 是 电流 i, 所 流 经 


的 ,将 它们 代入 拉 格 朗 日 


广义 坐标 g,。= 电荷 e。， 


Np 机 » de, 
广义 速度 9。= 电流 i。= 了， 
动能 了 = SL + SM 
2 Ce 2 < ap 如 
| Ca (6.4) 
-~ 上 LN 
热能 VV = 了 Ce 


、 1 .2 
耗 散 函数 人 二 FR, 


广义 力 Q = 电动 势 E,， 
的 电源 的 电动 势 , Ms 是 电流 i, 和 i 的 互感 ,所 有 的 i, 是 互相 独立 
方程 (4.9), 即 可 得 任意 RLC 电路 所 满足 的 微分 方程 ， 


{ 例 1】 写 出 图 7.14 所 示 电 路 的 微分 方程 . 


解 ; 这 个 电路 有 三 个 独立 的 电流 , 取 流 经 R; ,R,;、R; 的 电流 为 i 、i; i, 则 流 经 C, 的 
电流 为 i -i;, 流 经 C: 的 电流 为 - i. 因此 由 (6:4) 得 此 电路 所 对 应 的 T、V.G 和 QQ, 为 : 


将 它们 代入 方程 (4.9) 得 


1 “2 1 “2 1 "2 
Lier+ Lae 十 上 es ; 


f= 


1 


+ 30 


1 3 2 
7 (ey — es), 


1 “2 *2 “1 
7 (Re + Ke; 十 R;e;), 


Q, = 0， Q; = 0. 


Asin pt， 


。。 。 1 
Li el Riel + Et 


1 一 e> ) 一 Asin w,t, 
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1 CC; 1 


了 ez + Re, CT CC, e; C0 
. . 1 
Le,+ KR;e;— Te: — ei)= 0. 


这 就 是 图 7.14 所 示 的 RLC 电路 的 拉 格 朗 日 方程 , 它 和 用 常规 方法 得 出 来 的 方程 完全 一 样 ， 
[ 例 2】 写 出 图 7.15 所 示 的 看 合 电 路 的 拉 格 裔 日 方程 . 


图 7.15 


解 : 这 个 耦合 电路 由 三 个 回路 组 成 ,它们 的 电流 各 自 独 立 . 因此 由 (6.4) 得 


T= FO + +t + Mi + Madséy + Mudsé, 
1 1 1, 

Vo a0 + 3 + 0 

G = 地 Ri + RG + Rs， 


QQ; = EF, QQ = FE,, QQ = E;. 
将 它们 代入 方程 (4.9) 得 


MMR on = E,, 

Myer+ Le + Mses+ Re,+ 去 = FE,, 

Mse1t+ Mest+ Le;3+ Riest+ 让 = E,. 
或 者 ,对 1 求 导 得 

. DM Rt 3 


Bea 


这 就 是 图 7.15 所 示 电 路 的 拉 格 朗 日 方程 . 
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“$7.7 阻尼 介质 中 的 抛 映 体 运 刀 


抛射 体 是 一 类 常见 而 又 十 分 重要 的 运动 ,在 中 学 物理 和 大 学 普通 物理 课程 中 都 曾 讨 论 过 
这 个 问题 . 但 以 前 的 讨论 均 不 考虑 阻力 ,并 且 仅 限 于 质点 ,本 节 将 讨论 有 阻尼 时 的 情况 . 

对 于 抛射 体 运 动 ,我 们 最 感 兴趣 的 是 它 的 轨道 . 众所周知 ,无 阻尼 时 抛射 体 的 轨道 是 一 
条 抛物 线 ,存在 阻尼 时 ,轨道 当然 不 再 是 抛物 线 . 许多 人 认为 它 必 将 是 一 条 如 图 7.16 所 示 的 
近似 于 抛物 线 的 曲线 ,这 只 有 把 抛射 体 看 成 质点 时 才 正 确 . 对 于 几何 形状 比较 复杂 的 抛射 
体 ,在 一 定 的 初始 条 件 下 ,其 质心 运动 轨道 可 和 图 7.16 中 的 曲线 相差 极 大 . 下 面 我 们 以 一 简 
单 实例 对 此 作出 理论 说 明 . 


0 
图 7.16 图 7.17 


我 们 常 可 看 到 一 些 玩 塑料 飞碟 的 人 ,他 们 将 飞碟 凹面 向 下 再 强烈 旋转 后 ,以 约 45" 的 出 
射 角 抛 出 去 ,飞碟 近似 沿 直线 上 升 ,到 达 最 高 点 后 下 落 时 并 不 继续 向 前 飞 , 也 不 是 垂直 下 落 ， 
而 是 沿 着 几乎 原来 的 路 径 回 到 出 发 点 , 玩 碟 者 可 在 原 地 用 手 接 住 , 如 图 7.17 所 示 . 这 种 轨道 
当然 不 能 再 看 成 是 一 种 近似 的 抛物 线 . 下 面 我们 从 理论 上 对 这 种 运动 作 一 分 析 . 

如 图 7.18(a) 所 示 ,飞碟 在 到 达 最 高 点 以 前 的 飞行 过 程 中 ,除了 重力 P 和 阻力 FF 外 ,还 受 
到 -- 个 垂直 于 底面 的 升力 FF. 这 是 由 于 空气 有 粘 沾 性 ,飞碟 运动 时 会 把 靠近 飞碟 表面 的 一 层 
空气 带动 使 之 跟随 飞碟 运动 . 但 由 于 几何 形状 的 不 对 称 , 内 外 两 侧 的 空气 被 带动 的 情况 不 一 
样 ,内侧 ( 止 进 一 面 ) 的 空气 比 外 侧 更 容易 被 带动 ,使 内 侧 空气 的 绝对 速度 大 ,相对 于 飞碟 的 速 
度 小 ;外 侧 的 绝对 速度 小 ,相对 速度 大 . 根据 流体 力学 的 伯 努 利 定律 ,流体 流动 快 的 地 方 压 力 
小 , 慢 的 地 方 压力 大 ,因而 飞碟 底部 两 侧 所 受 的 压力 不 一 样 ,外 侧 小 ,内 侧 大 ,这 就 是 升力 下 
的 来 源 . 

下 面 来 分 析 飞碟 在 P、F .下 三 个 力作 用 下 的 运动 轨道 . 可 以 认为 这 三 个 力 都 是 通过 质 
心 的 ,对 质心 的 力矩 为 零 ,因此 角 动 量 守恒 ,飞碟 转动 的 方向 将 保持 稳定 ,从 而 天 的 方向 也 保 
持 不 变 . 将 己 分 解 为 垂直 飞碟 底面 和 平行 飞碟 底面 的 两 部 分 ,在 适当 的 初始 条 件 下 ,垂直 部 
分 ,可 和 下 抵消 ,平行 部 分 P: 和 天 的 方向 一 致 . 所 以 飞碟 所 受 的 合力 恒 和 飞碟 前 进 的 方 
向 相反 ,飞碟 只 能 沿 出 射 方向 作 直 线 运 动 ,但 前 进 的 速度 越 来 越 小 ,最 终 使 质心 的 速度 为 零 ， 
飞碟 到 达 最 高 点 . 这 就 是 飞碟 上 升 阶段 近似 作 直 线 运动 的 定性 分 析 ， 
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0 


(b) 


图 7.18 


飞碟 到 达 最 高 点 时 ,阻力 将 消失 ,但 升力 FF 并 不 消失 . 因为 飞碟 到 最 高 点 时 ,尽管 整 
体 前 进 速度 为 零 ,但 旋转 速度 变化 不 大 , 受 力 情况 如 图 7.18(b) 所 示 . 因而 下 仍 和 P 抵消 ， 
飞碟 将 在 Py 的 作用 下 , 沿 原来 的 路 线 往 回 飞 . 在 往 回 飞 的 过 程 中 ,阻力 F 又 出 现 , 但 方向 和 
原来 相反 ,如 图 7.18(c) 所 示 . 它 的 出 现 只 影响 飞碟 的 飞行 速度 ,不 影响 飞行 方向 ,因而 飞碟 
最 终 仍 飞 回 到 出 发 点 ,这 就 是 玩 碟 者 可 在 原 地 接 住 飞碟 的 道理 ， 

上 面 的 粗糙 分 析 表 明 :对 于 复杂 几何 形状 的 抛射 体 ,在 一 定 的 初始 条 件 下 ,其 质心 运动 的 
轨道 可 和 无 阻尼 运动 时 的 抛物 线 轨道 相差 甚大 . 

下 面 再 来 具体 求解 可 视 作 质点 的 抛射 体 在 阻尼 介质 中 的 运动 方程 . 首先 要 考虑 的 问题 
是 阻力 和 速度 的 关系 ,从 解 题 的 角度 来 说 取 速 度 一 次 律 的 阻力 形式 最 方便 ,但 它 没有 什么 实 
际 意义 . 用 阻力 的 普遍 表示 式 下 = - cf(o) 虽 然 适 用 性 广 ,但 当 f(v) 的 具体 形式 不 给 定时 ， 
仍然 得 不 到 具体 结果 . 因此 比较 有 实际 意义 而 又 不 太 复 杂 的 阻力 形式 是 速度 二 次 律 , 即 下 = 
-cu 另 一 个 要 考虑 的 问题 是 采用 什么 坐标 ? 无 阻尼 的 情况 或 阻力 是 速度 一 次 律 的 情况 ， 
水 平方 向 和 垂直 方向 的 运动 是 互相 独立 的 ,用 直角 坐标 求解 很 方便 . 阻力 和 速度 平方 成 正比 
时 ,水 平方 向 和 垂直 方向 的 运动 互相 牵连 . 考虑 到 阻力 恒 在 轨道 的 切线 方向 ,因此 采用 质点 
运动 的 本 性 方程 就 比较 方便 , 即 取 抛 射 体 的 运动 方程 为 


dv 2 ， 
m= -cv — mpsing, 


dt 


2 
m= mgcose 
加 


| Fe =- pv -wsin b， 


| 所 = gcos 0， 
式 中 8 为 轨道 的 切线 和 水 平 线 的 夹 角 ,p 是 轨道 的 曲率 半 图 7.19 
径 , 如 图 7.19 所 示 . 


为 了 下 面 讨论 的 方便 ,我 们 先 把 (7.1) 中 的 第 二 个 方程 表示 为 别 的 形式 . 根据 定义 ,平面 
轨道 的 曲率 可 表示 为 


(7.1) 
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1__d 
po ds 
式 中 ;为 轨道 弧 长 . 将 上 式 代 人 (7.1) 中 的 第 二 个 方程 得 
v7 于 = 一 &cos 0. (7.2) 
由 于 w= 蛙 ,(7.2) 式 又 可 改写 为 
9 = - Boob (7.3) 
另外 ,利用 直角 坐标 中 曲率 的 表示 式 
2 3 
1 dy dy : 开 _ 中 3 
Pp -9/1+ (全 ) | = cos 0, 
(7.1) 中 的 第 二 个 方程 也 可 烷 示 为 
dy_ _g 
dr vecos 0 (7.4) 


(7.2)、(7.3)、(7.4) 都 是 (7.1) 中 第 二 个 方程 的 不 同 表示 形式 ,在 下 面 的 讨论 中 都 要 用 到 . 
用 d6 乘 (7.1) 中 的 第 一 个 方程 ,并 利用 (7.3) 式 得 
gd(vcos 8) = Bu’d0. (7.5) 
它 是 函数 v= v(6) 所 满足 的 微分 方程 ,可 以 确定 抛射 体 的 速率 v 和 仰角 6 的 关系 . 这 个 方程 
可 以 直接 积分 . 为 此 先 把 它 改写 为 
d(vcos 0) 8B do 


(vcos0)” cosi 0 

利用 初始 条 件 vio-6 = vo ,积分 得 

_ 1 1 _ 28 

Dicor 0 十 vi cos: 页 [F(0) F(60,)], (7.6) 
式 中 
” db 1 /sing 1+sing 

F(0) = | (th 二 有 (7.7) 

由 (7.6) 和 (7.7) 即 可 求 得 方程 (7.5) 的 解 


v= v(0). (7.8) 
盟 数 v= v(t9) 是 速度 空间 中 速度 矢量 wv 的 极 坐 标 表 
示 式 ,如 图 7.20 所 示 . 曲线 具有 初始 条 件 


0 = Wt, v= Uo, 


及 渐 近 行为 
0 = 一 二 T=0, v=y= wv 
式 中 
一 /7 
vw 二 8 ， 
是 极限 速度 . 


图 7.20 


将 (7.8) 代 入 (7.2) 和 (7.3) 得 
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ds (046， (7.9) 
gcos 0 
dt =— (0d0 (7.10) 
Ecos 日 
进而 可 得 
dr = dseosg =~ 二 2 dg， (7.11) 
dy = drtang = 一 La an 0d06. (7.12) 


(7.9)~ (7.12) 均 可 直接 积分 , 求 出 这 些 积分 后 即 可 求 得 他 射 体 的 运 动 规律 9= 6(1)、s = 
5(2) .X= X(t1) y= y(t) 以 及 轨道 方程 y= f(x). 
按照 上 述 步 骤 虽 然 原则 上 已 彻底 求 得 了 方程 (7.2) 的 解 ,但 (7.9) 一 (7.12) 这 几 个 积分 都 
很 复杂 ,实际 使 用 时 很 不 方便 . 下 面 我 们 采用 近似 的 方法 ,得 出 一 些 简 洁 而 又 实用 的 结论 . 
取 z = vcos 9 为 新 的 变量 ,方程 (7. 和 


BY “db 
g cos 人 
再 将 (7.2) 代 入 上 式 得 
衬 = — Bds. 
此 式 可 方便 的 积分 . 利用 初 条 件 工 |, -= vocos 0 得 
工 一 Vocos Ooe ®t 
对 于 步枪 子弹 等 类 抛射 体 ,轨道 接近 水 平 线 ,可 作 近 似 ;全 +, 于 是 得 
XA ucos oe 5 (7.13) 


利用 初始 条 件 zj,- =0, 对 (7.13) 式 积分 得 


区 三 ln[l + (vopeos 90)7]. (7.14) 
上 式 就 是 射程 随时 间 的 变化 规律 . 下 面 求 轨道 方程 ,将 (7.13) 代 入 (7.4) 得 

dy _ 8 8 we 

dz 元 vicos 5 (7.15) 


利用 初始 条 件 科 | 。 = tan b ,积分 得 


dy - 一 一 全- 一 (1 一 et) +tan 6 


dz 28p8ulcos Oo 
利用 初始 条 件 y|.-。=0, 再 次 积分 得 


& 2 8 
一 4 vocos 页 全 em) + (ma Oo 十 2 Bui cos: 元 jz (7.16) 
这 就 是 轨道 曲线 的 近似 方程 . 为 了 和 无 阻尼 时 的 轨道 方程 作 比 较 , 令 
§ = 2pr， 
则 (7.16) 可 改写 为 
y= xtan bo — Tr Pe), (7.17) 
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其 中 


有 一 2 
p(£) = 2 一 3 一 2 =1+ 广 + + (7.18) 


3 
当 p(&)=1 时 就 是 无 阻尼 的 抛物 线 轨道 . 所 以 阻力 为 速度 二 次 律 的 弹道 方程 是 一 条 经 过 修 
正 的 抛物 线 ,两 者 的 差别 由 (7.18) 所 规定 的 因子 p(&) 决 定 . 


(a) 
图 7.21 


轨道 方程 (7.17) 是 在 轨道 接近 水 平 线 的 条 件 下 求 得 的 . 这 种 轨道 如 图 7.21(a) 所 示 . 对 
于 如 图 7.21(b) 所 示 的 轨道 ,如 果 所 考察 的 一 段 轨道 OT 和 直线 OT 相距 不 远 , 则 只 要 令 
£ = 28— (7.19) 


| cos 四” 
式 中 6 为 OT 和 水 平 线 的 夹 角 , 则 (7.17) 和 (7.18) 仍 然 成 立 . 类 似 地 ,对 于 射程 方程 (7. 14)， 
只 要 把 射程 x 理解 为 距离 OT, 并 把 6, 换 成 9,- 昌 , 则 (7.14) 亦 仍然 成 立 , 即 


OT = 六 ml + vucos( 0, 一 @)A |. (7.20) 


如 果 没 有 重力 ,抛射 体 将 沿 出 射 方 向 作 直 线 运 动 ， 


六 三 rtang 一 y 


是 水 平 距离 为 zx 处 抛射 体 下 落 的 距离 . 这 是 一 个 有 重要 实用 价值 的 参数 ,由 (7.17) 式 得 


2 


(6)， (7.21) 


一 了 3 
2u5cos” O, 


这 个 表示 式 对 图 7.21(a) 和 (b) 两 种 情况 都 正确 . 
习 题 


7.1 将 船 缆 在 泊 船 的 系 柱 上 绕 两 三 圈 , 只 要 有 人 轻 轻 拉 住 船 缆 的 一 端 ,就 能 系 住 一 只 
大 船 . 试 证 人 拉 船 缆 的 力 F。 和 船 缆 拉 船 的 力 已 之 比 为 
i 
Po 
式 中 1, 为 船 缆 和 系 船 柱 之 间 的 静摩擦 因数 ,9 为 船 缆 绕 系 船 柱 转 过 的 角度 . 此 即 著名 的 欧 
拉 皮 带 理论 . 


多 
二 Es 
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7.2 射箭 运动 员 将 箭 竖 直 向 上 发 射 , 设 阻力 下 = - 人 已 知 空气 密度 p = 
1.293kg/m , 稍 的 质量 m= 25 g, 其 截面 积 oz=0.5 cm ,阻力 系数 <=1.00, 初 速 ww = 75 mjs. 
求 此 篆 可 以 上 天 的 最 大 高 度 和 所 需 时 间 , 以 及 落 回 到 原 发 射 点 时 的 速度 和 时 间 ， 

7,3 同上 题 , 设 箭 水 平 射出 , 求 离 发 射 点 50 m 处 
冬 下 降 的 距离 . 

7.4 质量 为 站. 摆 长 为 /的 单 摆 在 有 狙 尼 的 介质 
中 作 微 振动 . 假定 阻力 下 = 一 2mkv, 求 单 摆 的 振动 周 
期 . 

7.5 若 突然 将 一 以 全 速 v, 行驶 的 船 的 发 动机 倒 
开 , 试 计算 船 在 完全 停止 前 继续 向 前 滑行 的 时 间 和 距 
高 , 设 船 的 阻力 始终 和 速度 的 平方 成 正比 . 

7.6 RLC 电路 和 力学 体系 的 对 应 关系 还 可 以 有 另 一 种 模式 . 试 以 图 所 示 的 简单 RLC 
并 联 电路 为 例 , 证 明 如 取 电 压 wx 为 广义 坐标 9, 则 相应 的 动能 工 .势能 Y. 耗 散 函 数 G 和 广义 
力 QQ 为 ; 


题 7.6 图 


| 四 

1 三 FCu V FT 
、 |.; di 
人 一 FR ， 已 一 gr 


7.7 设 阻力 与 速度 的 一 次 方 成 正比 ,= 一 mBw, 求 抛射 体 的 较 道 方程 ,并 求 获得 最 大 
射程 时 出 射 第 所 满足 的 条 件 . 

7.8 如 图 所 示 ,由 两 个 相同 的 痪 块 和 三 个 相同 的 弹簧 所 组 成 的 力学 体系 ,平衡 时 弹簧 处 
于 固有 长 度 : 设 体系 运动 时 , 滑 块 所 受 的 阻力 和 速度 的 一 次 方 成 正比 , 求 体系 的 振动 频率 . 


题 7.8 图 


7.9 质量 为 m 的 质点 ,初速 为 堆 , 从 离 地 面 高 为 的 地 方 自由 下 落 . 与 此 同时 ,在 其 正 
下 方 的 地 面 上 有 一 相同 质量 的 质点 以 初速 ww 垂直 上 抛 . 设 空气 的 阻力 下 = -mkv, 求 两 质 
点 在 空中 可 相遇 的 条 件 及 相遇 时 的 时 间 和 高 度 . 

7.10 直 杆 OA 在 光滑 水 平面 上 以 等 角速度 w 绕 其 固定 端 O 转动 ,同时 它 推动 一 个 在 
这 个 平面 上 的 质量 为 m 的 小 方块 .如 果 方 块 与 杆 之 间 的 摩擦 因数 为 w, 求 方块 沿 杆 的 相对 
运动 规律 . 设 :=0 时 方块 与 O 点 距离 为 a, 相对 于 杆 的 速度 为 零 ， 

7.11 证 明 不 论 阻力 的 性 质 如 何 ,质点 在 阻尼 介质 中 作 抛 射 运动 时 , 恒 存 在 关系 式 
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7.12 质量 为 m 的 质点 在 阻尼 介质 中 作 直 线 运 动 ,初速 度 为 零 . 假定 作用 在 质点 上 总 
的 合力 为 下 =a+ bv cv ,vw 为 质点 的 速度 ,a、b5、c 为 常数 . 求 质点 的 速度 随时 间 的 变化 


规律 . 
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凡是 用 正则 坐标 表述 的 经 典 力学 理论 都 属于 哈密 顿 理论 的 范畴 . 本章 首先 
介绍 正则 坐标 和 哈密 顿 函 数 的 概念 ;然后 建立 三 种 不 同形 式 的 哈密 上 顿 动力 学 方 
程 ; 哈 密 顿 正则 方程 .哈密 顿 原理 .哈密 上 顿 - 雅 可 比方 程 . 正则 坐标 的 变换 在 哈 
密 顿 理论 中 有 重要 的 地 位 ,哈密 顿 理论 的 许多 优越 性 与 此 有 密切 关系 ,本 章 对 此 
将 作 重 点 讨论 . 


3 8.1 正则 共 斩 坐 标 


a 本 让 要 讨论 


识 ， 


Poa 


二 涉及 到 的 全 入 机 全 作 -一 回 克 

力学 研究 物质 的 空间 位 置 随时 间 变 化 的 规律 . 为 了 表示 空间 位 置 ,我 们 首 
先 引 人 了 笛 卡 尔 直角 坐标 . 但 在 某 些 情况 下 ,用 直角 坐标 表示 空间 位 置 不 方便 ， 
因此 我 们 又 引入 了 极 坐 标 、 柱 坐标 . 球 坐 标 等 曲线 坐标 . 直角 坐标 和 曲线 坐标 有 
两 个 共同 的 功能 ,一 是 用 三 个 坐标 值 表示 空间 一 点 的 位 置 , 二 是 确定 空间 一 组 相 
互 正 交 的 单位 矢量 . 有 了 单位 矢量 ,任何 一 个 有 方向 的 力学 量 , 都 可 以 统一 用 这 
组 单位 矢量 来 表示 . 直角 坐标 的 单位 矢量 与 物体 的 运动 无 关 , 是 固定 不 变 的 ; 曲 
线 坐标 的 单位 矢量 是 随 质 点 所 在 的 位 置 而 改变 的 . 此 外 我 们 还 曾 引 人 由 质点 的 
速度 方向 所 决定 的 一 组 称 为 自然 坐标 的 单位 矢量 . 以 上 这 些 坐 标 在 $1.2 中 作 
过 详细 的 讨论 . 坐标 概念 从 直角 坐标 到 曲线 坐标 .自然 坐标 的 拓展 ,给 牛顿 方程 
的 表述 和 求解 带 来 了 许多 方便 . 这 是 坐标 概念 的 第 一 次 飞 牙 . 

在 建立 拉 格 朗 日 方程 时 我 们 引入 了 广义 坐标 ,这 是 坐标 概念 的 又 一 次 飞 牙 . 
拉 格 朗 日 方程 的 优越 性 是 与 使 用 广义 坐标 密 不 可 分 的 . 在 讨论 多 自由 度 体 系 的 
微 振动 问 题 时 ,如 果 我 们 能 选用 简 正 坐标 , 则 每 个 动力 学 方程 只 含 一 个 变量 , 方 
程 的 解 自动 得 出 ,从 中 我 们 可 以 体会 到 坐标 选择 的 重要 性 . 欧 拉 由 于 恰当 地 选 
用 欧 拉 角 作为 描述 刚体 转动 的 坐标 ,从 而 建立 了 刚体 定点 转动 的 理论 ,这 是 坐标 
选择 重要 性 的 又 一 个 例子 . 

从 上 面 的 回顾 中 我 们 可 以 看 到 ,力学 理论 的 每 一 步 重 大 的 发 展 ,都 是 和 坐标 
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概念 的 拓展 紧密 相连 的 . 本 章 我 们 要 讨论 经 典 力学 的 哈密 顿 (W. R. Hamilton， 
1805 一 1865) 理 论 , 它 是 由 于 坐标 概念 又 一 次 新 的 飞跃 而 形成 的 . 哈密 顿 理 论 所 
使 用 的 坐标 称 为 正则 共 粥 坐标 ,下 面 我 们 就 首先 来 建立 正则 共 轻 坐标 的 概念 . 

在 $5.3 中 我 们 曾 讲 过 拉 格 朗 日 函数 具有 不 确定 性 :如 果 L(g,g,t) 满 足 
拉 格 朗 日 方程 , 即 


oaL aL 
debi, 0 a= 1,2,.,s, (1.1) 
dr 90g, 9g, 
此 时 如 取 
Lad 0) = Li(g0t) + Ma, (1.2) 


其 中 f(g ,7) 是 广义 坐标 g 和 时 间 z 的 一 个 任意 图 数 , 则 L, 也 满足 拉 格 朗 日 方 
d 9L; 9L, 
dt 9g, or 

也 就 是 说 ,虽然 L, 和 上 , 是 两 个 不 同 的 函数 ,但 由 (1.1) 式 和 (1.3) 式 所 得 的 解 

q.= qs(1) 是 完全 一 样 的 ,或 者 说 ,在 经 典 力学 的 拉 格 朗 日 理论 中 ,一 个 力学 体系 


的 拉 格 妇 日 函数 不 是 唯一 的 ,不 同 的 拉 格 朗 日 函数 之 间 可 以 相差 一 项 LQ， 


由 于 /Kg ,z) 是 任意 的 ,因此 一 个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 实际 上 有 无 穷 多 个 . 

通常 我 们 取 L = 了 ~ V 这 样 一 种 形式 ,是 因为 一 般 情况 下 这 种 形式 比较 简单 而 
在 经 典 力学 的 拉 格 朗 日 理论 中 ,与 广义 坐标 g, 对 应 的 广义 动量 的 定义 是 ， 

- 5 

”9g 

如 果 一 个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 L 是 唯一 的 ,那么 根据 (1.4) 式 ,与 4 对 应 

的 p, 也 是 唯 一 的 ,两 者 一 一 对 应 , 但 由 (1.2) 式 ,由 于 L,(q,6,1) 和 C2 如 中 


=0, a= 1,2,.…,s. (1.3) 


(1.4) 


aL, .9L, 
70 “地 
与 广义 坐标 g,。 所 对 应 的 广义 动量 p, ,可 以 有 无 穷 多 个 ,用 数学 的 术语 来 说 ,p， 
是 与 gq, 完全 独立 的 如果 我 们 限定 拉 格 朗 日 消 数 只 能 取 工 = ~ V 一 种 形式 ， 
这 相当 于 我 们 给 (1.2) 式 加 了 一 规范 条 件 : f(gq ,i) 与 坐标 g 无 关 , 只 是 时 间 +: 的 
函数 ,或 为 常量 . 加 了 这 样 一 个 规范 条 件 后 , p, 与 g, 就 一 一 对 应 了 . 但 这 个 规 
范 条 件 并 非 理论 本 身 所 必需 的 . 

对 经 典 力学 的 拉 格 朗 日 理论 作 了 上 述 分 析 后 ,现在 我 们 来 思考 这 样 一 个 问 


都 含有 g, ,因此 


将 是 两 个 不 同 的 力学 量 . 由 于 f(gq ,1) 是 任意 的 ,因此 
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题 :如 果 保 留 广义 坐标 的 概念 不 变 ,保留 广义 动量 的 定义 (1.4) 式 不 变 , 并 且 对 
(1.2) 式 中 的 函数 /(g ,7) 不 作 限制 ,使 A 与 a。 保持 独立 地 位 ,我 们 将 得 到 一 种 
怎样 的 力学 理论 ? 它 是 否 会 带 来 一 些 经 典 力 学 牛顿 理论 和 拉 格 朗 日 理论 所 没有 
合作 避 ?本 宫 我 们 所 要 订 论 的 经 只 力学 的 哈密 顿 理论 正 是 这 样 一 种 理论 , 它 所 
共 * 对 p,、g, ,其 中 记 完 全 独立 于 9. 一 一 
丈 为 正则 共生 是 标 ， 二 正 风 共 办 下 量 | 哈密 顿 理论 特别 适用 于 将 力学 理论 推广 
到 物理 学 的 其 他 领域 ,在 本 章 中 我 们 将 对 此 作出 原则 说 明 , 在 下 一 章 中 我 们 再 通 
过 具体 例证 来 说 明 它 的 实际 应 用 . 
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本 节 我 们 来 建立 经 典 力 学 险 密 顿 理论 的 基本 方程 一 一 哈密 顿 正则 方程 ， 哈 
密 顿 方程 可 通过 多 种 途径 建立 ,本 节 中 我 们 用 最 简单 的 方法 ,从 拉 格 朗 日 方程 出 
发 把 它 建立 起 来 ,其 他 的 问题 将 留 到 后 面 再 作 逐 步 深入 的 讨论 . 

拉 格 朗 日 函数 是 9, .gq, 和 1 的 函数 , 它 的 全 微分 

dL = Dt + Ir a dg + dr 
利用 (1.4) 式 和 拉 格 朗 日 方程 ,上 式 可 改写 为 


d( 229 ~ L)= > dp, -Di dg. -Fdt. (2.1) 
上 式 左边 括号 内 的 量 在 2 7 中 已 经 见 过 ， 是 体系 的 广义 能 量 且 ， 


刀 = Spe -lL. (2.2) 
a=l 


将 Dp - L 直接 写 下 来 ,H 中 将 同时 出 现 p,.g, .6。 三 种 变量 ,它们 共有 3， 
个 . 这 3; 个 变量 不 是 独立 的 ,独立 的 只 有 2s 个 . (2.1) 式 右边 已 明确 表示 我 们 
选用 了 2s 个 p,、g 为 独立 变量 ,所 以 它 的 右边 即 (2.2) 式 中 的 g, 要 改 用 p, .gq 
来 表示 . 这 是 容易 办 到 的 . 因为 L 是 g,、g。 和 1 的 函数 . 因此 ,由 (1.4) 所 定义 
的 p。 也 是 g,、g。 和 + 的 函数 : 

ps = ps (qq,t), 0 = 1,2,.,s. 
由 此 即 可 解 得 

0 = gi (prqst), Qa = 1,2,,s 
将 上 式 代 入 (2.2) 即 可 将 五 用 独立 变量 p, 、g, 表示 : 
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H= H(p.g,t) = p09 —L- (2.3) 

我 们 在 9, 和 上 上 加 上 记号 一 ,表示 其 中 的 g, 应 用 p, .gq 表示, H(p,g,t) 称 为 
体系 的 哈密 顿 函 数 , 它 和 拉 格 朗 日 函数 一 样 ,也 是 体系 的 状态 函数 . 

在 $2.7 中 已 经 证 明 , 当 体系 的 能 量 守 恒 时 , 孙 数 旷 就 是 能 量 玉 ,因此 对 于 
能 量 守恒 的 体系 ,我 们 也 可 直接 由 

H= T+V 

来 写 出 体系 的 哈密 顿 函 数 ,当然 其 中 动能 T 中 的 g, 也 必须 用 户 、g, 来 表示 . 

既然 由 (2.3) 所 定义 的 哈密 顿 函数 是 p, 、g。 和 1 的 函数 ,那么 它 的 全 微分 可 
表示 为 


dH = > -dp + D3 dq + Fd. (2.4) 


条 人 与 GD 医术 ,二 者 是 pa \qa\t 为 外 立 变 量 的 哈密 顿 函数 的 全 微 
分 的 表示 式 ,因此 对 应 的 dp。、dg。 ,dt 项 的 系数 应 该 相等 . 由 此 得 


, aH 
do 一 了 
ps 
= 1,2,.…,， 3 . 

.a a 5S (2.5) 
Ps。 ~ 99, 

aH aL 

5 二 ar (2.6) 


(2.5) 称 为 哈密 顿 方程 , 它 和 拉 格 朗 日 方程 相当 ,也 是 体系 的 运动 方程 , 拉 格 朗 
日 方程 是 个 二 阶 方程 ,哈密 顿 方程 是 2 个 一 阶 方程 ,在 数学 上 是 完全 等 价 的 . 
哈密 顿 方程 对 于 自 变量 p, 、g, 的 形式 十 分 对 称 , 因 此 ,又 称 它 为 正则 运动 方程 或 
正则 方程 . pq。 之 所 以 称 为 正则 变量 ,其 原因 亦 在 于 此 . 
哈密 顿 函数 对 时 间 的 全 微 商 是 : 
将 (2.5) 和 (2.6) 代 人 上 式 , 则 右边 前 两 项 正好 互相 抵消 . 于 是 得 
dH _ 9H 
dz 9f ” 
这 是 哈密 顿 函数 的 一 个 重要 性 质 . 当 互 不 显 含 时 间 时 ,3H/ar = 0, 于 是 得 
dH/dt =0, 即 五 = 常数 . 这 就 是 能 量 守恒 定律 ,和 §2.7 中 得 出 的 结论 一 致 . 
除了 动力 学 的 变量 g, .oa, 或 p,、g, 外 , 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函 数 还 可 能 
包含 各 种 参数 . 这 些 参数 可 以 是 力学 体系 本 身 的 特性 ,也 可 以 是 作用 在 体系 上 
的 外 场 的 特性 . 假定 4 是 这 些 参 数 中 的 一 个 ,把 它 看 成 变量 , 即 L = L(G,g,t， 
4), 则 由 拉 格 朗 日 方程 得 


(2.7) 
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9 
dL = 六 de + dg + 5 1 + 了 dh， 


代入 dH = d( SY pc - 工 ) 中 得 


dH = Dodp, -了 六 ao ~ Hd -Ada 
a-l a 


而 另 一 方面 dH 又 可 表示 为 


dH = > an + > dg, + Har + Ha 


= Ddp, ~ Phdg, + dt + FdX 


zi 8) 


实际 上 (2.6) 式 可 以 看 成 是 {2.8) 式 的 一 个 特例 ,即时 间 1 在 从 工 到 五 的 变换 过 
程 中 仅仅 是 一 个 参数 , 它 和 郴 数 独立 变量 的 变换 无 关 . 


上 面 所 讨论 的 仅仅 限于 保守 体系 的 情况 ,如 果 体 系 除了 保守 力 - 5 外 ,还 


有 广义 非 保守 力 Q, , 则 拉 格 朗 日 方程 为 
d 9L 9L 


由 此 得 


di a0 dq Qe le 
其 中 工 = 下 -VV ,重复 以 上 的 运算 可 得 体系 的 险 密 顿 方程 的 形式 为 
6 _ aH 
a 一 9p,’ 
(2.9) 
b=- +Q., 
a da。 
a= 1,2,.",s. 
其 余 的 一 些 结论 仍 保 持 不 变 . 
【 例 1 写 出 粒子 在 中 心 势 场 V= - 寺中 的 哈密 顿 函 数 和 正则 方程 ， 
解 : 粒子 的 拉 格 朗 日 函数 为 
1 "2 2 £2 a 
L= Fm(r tro)+t+, (1) 
所 以 
aL 
p;: = a = nr jy 
2 
be = - mrg 
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由 (2) 可 得 
p. ss pe 


一 ， 二 
nl 


rr 二 


了 ， 
mr 


中 心 势 场 中 粒子 的 能 量 是 守恒 的 ,因此 粒子 的 哈密 顿 函 数 为 
H= T+V 


一 村 mm 人 十 -20 ) 一 二 


-4 
ym| (各) WM mr” | r 


i 
于 是 得 正则 方程 ; 
* _9H pp 
轩 Er 
op, m 
_ 9H _ ps a 
Pr or mar” rr 
; oH pe 
b= = 
9pse mr 
a 
Pe 三 一 D8 = 0. 
由 (5) 得 
m(7r- r=- 三， 
r 


此 即 粒子 的 径 向 运动 方程 . 由 (6) 得 
pe = mr*6 = 常数 ， 
此 即 为 我 们 所 熟知 的 角 动 量 守恒 定律 . 
【 例 2】 写 出 粒子 在 等 角速度 转动 参考 系 中 的 哈密 顿 函数 和 正则 方程 . 
解 : 以 等 角速度 w 转动 的 参考 系 中 ,粒子 的 拉 格 朗 日 函数 为 [ 见 第 五 章 (3.5) 式 ]: 


L = 并 mr 十 7 了 (四 XFr) 十 了 六 (@x 站 —V. 
所 以 
p = 天 = PIT 十 7 X 大. 
由 此 得 
v= -oxr 


按 定义 ,粒子 的 哈密 顿 函 数 为 
H= pv—L 


= (mov+ mo xr). vv- | 于 mn 二 mw:(@XxXr)+ 村 六 (am X 六 一 v| 


(3) 


(4) 


(6) 


(7) 


(8) 


(1) 


(2) 


(3) 
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= 了 mm 一 Fm xr) +V 
将 (3) 代 入 ,最 后 得 
H= -p(wxr)+tvV. (4) 


这 就 是 等 速 转动 参考 系 中 自由 粒子 的 险 密 顿 函数 . 
将 (4) 代 入 正则 方程 ,得 


(5) 


将 (2) 代 入 上 面 第 二 个 方程 ,并 考虑 到 -= 下 就 是 粒子 所 受 的 力 ,=a+ wx ,得 


ma=F- mmxX(OXr)- 2moxXv. (6) 

它 就 是 等 速 转动 参考 系 中 的 牛顿 动力 学 方程 . 

从 上 面 两 个 例子 中 可 以 看 到 ,哈密 顿 函 数 和 正则 方程 ,确实 同 拉 格 朗 日 函数 
和 拉 格 朗 日 方程 一 样 ,可 以 描述 力学 体系 的 运动 状态 ,给 出 正确 的 动力 学 方程 ， 
只 要 坐标 选取 得 一 样 , 由 正则 方程 所 得 出 的 动力 学 方程 和 牛顿 动力 学 方程 及 由 
拉 格 朗 日 方程 所 得 到 的 方程 完全 一 样 . 

正则 方程 的 优越 性 在 上 面 两 个 例子 中 并 没有 反映 出 来 ,我 们 将 留 到 以 后 再 
作 讨 论 . 

【 例 3】 写 出 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 哈密 顿 函数 . 

解 : 在 $2.5 中 我 们 已 给 出 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 拉 格 朗 日 函数 


L= Fm -epteAy, (1) 


因此 粒子 的 动量 为 


p =- 和 天 = mvu t+ eA. (2) 
根据 哈密 顿 饵 数 定义 式 (2.2) 得 
H= >p.9. ~-L=p:v-L 


1 


二 Fm + eq. 
由 (2) 得 mp =pP-e4, 代 人 上 式 得 
H= 3(p eA) + ep. (3) 


(3) 式 即 为 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 哈密 顿 函 数 ,在 量子 力学 中 要 经 常用 到 它 . 
Y8.3 变 分 问题 的 欧 拉 方 程 


在 力学 中 ,能 起 “几何 公理 "作用 ,可 由 它 导 出 全 部 力学 定律 的 原理 或 假设 ， 
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称 为 力学 第 一 性 原理 或 最 高 原理 . 显然 牛顿 运动 定律 就 是 这 样 一 种 力学 原理 . 
以 牛顿 运动 定律 作为 力学 第 一 性 原理 来 建立 整个 经 典 力 学 的 理论 体系 ,最 易于 
理解 ,最 符合 历史 发 展 , 但 它 决 不 是 唯一 的 ,更 不 是 最 优越 的 一 种 方案 . 事实 上 ， 
1788 年 拉 格 朗 日 发 表 的 《分 析 力 学 ?一 书 , 是 以 虚 功 原理 为 力学 第 一 性 原理 的 ， 
目前 许多 分 析 力 学 教材 则 以 达 朗 贝尔 原理 为 力学 第 一 性 原理 . 对 这 两 种 理论 体 
系 我 们 不 准备 讨论 ,因为 只 要 把 我 们 在 第 二 章 中 导出 拉 格 朗 日 方程 的 逻辑 程序 
倒 过 来 即 可 ,没有 更 多 新 的 物理 内 容 . 下 节 将 讨论 另 一 类 建立 经 典 力学 理论 体 
系 的 方法 一 一 最 小 作用 量 原 理 , 它 最 主要 的 优点 是 易于 推广 到 非 机 械 运动 的 物 
理 体 系 , 可 看 成 是 整个 物理 学 的 第 一 性 原理 . 这 一 方法 是 和 数学 上 的 变 分 问题 
密切 连 在 一 起 的 . 本 节 我 们 首先 对 变 分 法 的 问题 作 一 简单 介绍 . 
数学 上 的 变 分 法 是 为 了 解决 一 个 力学 问题 4 
一 一 最 速 落 径 问 题 而 发 展 起 来 的 . 最 速 落 径 是 这 
样 一 个 问题 ;如 图 8.1 所 示 , 铅 直 平 面 内 在 所 有 连 
接 两 个 定点 A 和 B 的 曲线 中 , 找 出 一 条 曲线 来 ， 
使 得 初速 度 为 零 的 质点 ,在 重力 的 作用 下 , 自 A 
沿 它 无 摩擦 地 下 滑 时 ,以 最 短 时 间 到 达 B 点 . 
一 个 求 极 值 的 问题 ,但 它 和 一 般 的 求 现 7? 
数 的 极 值 问题 不 同 , 是 一 个 所 谓 泛 函 极 值 问题 . 图 8 1 
什么 叫 泛 函 呢 ? 如 果 y(xz) 是 xz 的 函数 ,那么 
JELy(Cz)] 就 称 为 图 数 >(z) 的 泛 函 数 , 简 称 泛 函 . 我 们 知道 ,质点 自 A 沿 任 一 光 
滑 曲线 y(z) 自 由 滑 下 时 ,速度 ” 与 坐标 > 之 间 的 关系 是 
v= V2gy, 
式 中 g 是 重力 加 速度 . 而 速度 wv 可 表示 为 
ds VvV (dr) + (dy): Vry 
dit dt 


TT 一 一 一 


dr 
因此 ,质点 自 A 沿 曲线 y(z) 自 由 滑 下 到 B 点 所 需 的 时 间 是 
1 =] dt = | ia, (3.1) 
V2gy 


式 中 积分 的 上 下 限 是 固定 的 . 显然 /的 值 和 函数 >(z) 有 关 . 我 们 所 讨论 的 问题 
是 ytz+) 取 什么 函数 时 , 泛 函 [v(x)] 取 极 小 值 . 所 以 最 速 落 径 问题 是 求 泛 函 的 
极 值 问题 . 

这 晃 Ly(x)j] 取 极 值 的 条 件 为 8] =0, 算 符 5 称 为 变 分 记号 . 变 分 算 符 $ 和 
微分 算 符 d 的 运算 极为 相似 ,所 不 同 的 是 :这 里 的 泛 函 J[y(x)] 的 变 分 洒 所 讨 
论 的 是 由 于 盟 数 y(z) 的 改变 所 引起 的 改变 ,而 并 不 考虑 自 变 量 x 的 改变 所 引 
起 的 改变 ;而 微分 则 是 讨论 由 于 自 变 量 x 的 改变 所 引起 的 改变 . 因此 这 里 的 变 
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分 算 符 和 微分 算 符 对 自 变 量 x 的 作用 是 不 一 样 的 :8z =0 而 dz 天 0, 除 此 之 外 ， 
可 以 认为 两 者 的 运算 是 一 样 的 . 实际 上 这 种 变 分 算 符 我 们 在 虚 位 移 中 已 经 用 
过 ,在 那里 生变 量 是 上 ,因此 8z =0. 

可 以 证 明 ,5 和 d 的 运算 次 序 可 以 交换 . 图 
8.2 中 曲线 APQB 表示 国 数 v(zr) ,曲线 AP’Q'B 
表示 另 一 国 数 w (xz). 从 P(r,y) 点 到 QQ 点 函数 
y(z) 没 有 改变 , 自 变 量 则 从 x 变 为 +dr, 因 此 
Q 点 的 坐标 是 ++dr、y+dy. P 点 的 x 坐标 和 
已 点 相同 ,但 P 点 和 P 点 是 在 两 条 不 同 的 函数 曲 
线 上 . 所 以 从 已 点 到 已 -点 是 由 于 函数 从 y 变 为 
y+8y 所 引起 的 , 自 变 量 没有 改变 ,因此 P 点 的 坐 
标 应 为 (x ,y+ 5y). 最 后 我 们 来 看 Q 点 的 坐标 ， 图 8.2 
Q 点 既 可 以 从 Q 点 变更 过 去 ,也 可 以 从 P 点 变更 过 去 . 前 者 是 变 分 ,Q' 点 的 纵 
坐标 应 为 (y+ dy) + 8(y+ dy); 后 者 是 微分 , Q 点 的 纵 坐 标 应 为 (vy + 8y) + 
dt(y+8y). 这 两 种 表示 式 应 相等 ,因此 得 

(dy) = d(8y). (3.2) 

这 就 表明 变 分 和 微分 的 运算 可 以 交换 . 

由 (3.2) 我 们 还 可 证 明 》 和 区 也 是 可 以 交换 的 ; 


dy\ 86dy)dz ~ S(dr)dy dd 
= J = (0y). (3.3) 


现在 我 们 来 求 泛 消 /Ly(z)] 的 变 分 为 零 的 条 件 ,为 普遍 起 见 , 我 们 把 (3.1) 
式 改 写 为 


Jly(x)] = | /flysy' sr) dr. (3.4) 


对 上 式 变 分 ,利用 8+ =0 和 8 与 也 可 以 交换 这 两 个 性 质 得 


3/ = | AGO a)de - | so se)dz 


由 于 zf 和 zz 对 应 固定 的 A、B 两 点 :3ys = 6ys =0, 因 此 上 式 第 一 项 为 零 , 所 以 
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由 8 =0 的 要 求 得 
rd 3f 9 
| [去 j - 3 |aydz =0. 
由 于 8y 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 
a of -50 (3.5) 


~ 


方程 (3.5) 称 为 欧 拉 方程 ,是 使 (3.4) 式 的 泛 函 取 极 值 时 函数 y(z) 必 须 满 足 的 
条 件 . 
如 果 (3.4) 式 中 的 /不 显 含 自 变 量 z, 则 欧 拉 方 程 有 初 积分 


fr 
a 9f - 常数 . (3.6) 
这 是 因为 
dr va 
去 (1 > 下 | 


_{9f .+ ,9f fo vv .4d 9f 
- ($3 + 和 (2s ry 下 这 | 
da _9fY_ 

> (二 区 2)= 0 

【 例 1]】 求 最 速 落 径 方程 . 

解 : 由 (3.1) 式 , 知 最 速 落 径 的 


_ /lt+y” 
2gy | (1) 


它 不 显 含 + ,因此 (3.6) 式 成 立 . 将 (1) 代 人 (3.6) 式 并 化 简 得 


y(l+y )= ao. - (2) 
引 人 人 参数 9, 使 
y = eot0. (3) 
将 (3) 代 入 (2) 式 得 
《1 C1 
7- Teocg 一 5 (1 cos 20). (4) 
而 
dy .2 
dr = -> = 2csin 0d0， 
也 
积分 得 
z = (20- sin20) + ce. (5) 
所 以 最 速 落 径 的 参数 方程 为 


| x -c= (20 ~ sin20), 
(6) 
Cl 
| y= 71 — cos 20). 
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这 是 一 条 旋 轮 线 方程 . 

【 例 2】 求 悬 链 线 方程 . 

解 : 两 端 固定 的 均匀 重 链 在 重力 场 中 处 于 平衡 状态 时 
链 的 形状 称 为 悬 链 线 . 为 简单 起 见 , 设 链 的 两 个 固定 悬 点 
入 和 了 在 同一 水 平 位 置 ,并 取 链 的 最 低 点 的 坐标 为 (0,a )， 
如 图 8,3 所 示 , 假定 链 的 线 密 度 为 p, 则 体系 的 势能 为 


V= | "pgyds 
ra 


ps)"y vTTT wzdr. (1) 
TA 


上 式 中 的 函数 y(xr) 就 是 晤 链 线 方程 . (1) 式 表明 体系 的 
势能 V 是 函数 y(x) 的 泛 函 . 我 们 知道 保守 体系 处 于 平衡 状态 时 势能 取 极 值 ,83V =0, 因 此 求 
悬 链 线 方 程 归结 为 求 势能 的 极 值 条 件 , 即 解 欧 拉 方程 . 

由 (1) 式 得 


图 8.3 


f=yvlty . (2) 
了 不 显 含 自 变量 x, 亲 此 将 (2) 代 入 (3.6) 式 得 


yVIl+t+y’:-— i = ce， 
化 简 后 得 
L + yy ”= 总 | (3) 
由 此 得 
yr (9 
积分 得 
y= ach 二 (5) 


这 就 是 图 8.3 所 示 的 县 链 线 方程 . (4) 式 中 的 常数 c 正好 是 图 8.3 中 悬 链 线 最 低 点 的 纵 坐 标 a. 


$8.4 哈密 顿 原 理 


上 节 指 出 ,由 泛 表 取 极 值 的 条 件 8j = 0, 可 导出 函数 y(x) 满 足 的 欧 拉 方程 
(3.5). 在 (3.5) 中 ,如 果 把 自 变量 x 换 为 时 间 +,y 换 为 广义 坐标 g ,并 相应 地 把 
Fo ,7) 记 为 L(q,g,t), 则 欧 拉 方程 即 为 我 们 所 熟悉 的 拉 格 朗 日 方程 


上 节 的 论述 表明 ,在 t， 和 1 时间 内 ,如 果 g(r,) 和 gq(z;) 相 同 ,在 约束 所 允许 的 
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各 种 可 能 的 运动 g(t) 中 ,由 动力 学 规律 ( 拉 格 朗 7 
日 方程 ) 所 决定 的 真实 运动 (图 8.4 中 的 实 线 )， 
可 由 泛 隐 
S = | Lg,d,i)d (4.1) 
取 极 值 的 条 件 ， 
3S = 8| Lo,5,0)dt =0 (4.2) 


图 8.4 


给 出 . S 称 为 哈密 顿 作用 量 . 这 一 原理 是 1834 年 由 哈密 顿 首先 提出 来 的 ( 欧 拉 
方程 是 1744 年 由 欧 拉 建 立 的 ), 所 以 被 称 为 哈密 顿 原理 . 

(4.1) 和 (4.2) 式 是 对 单个 自由 度 的 保守 力学 体系 来 说 的 . 对 于 非 保守 体 
系 ,(4.2) 式 将 被 


3S = | [3T(g.,4.,1) ~ TQ.30.]di=0 (4.3) 


1 


所 代替 , 式 中 Q. 是 广义 力 . 

我 们 举 一 个 具体 的 例子 来 解释 一 下 哈密 顿 原理 的 含义 . 如 图 8.5 所 示 , 设 
约束 在 光滑 铅 直 线 上 的 质量 为 mx 的 质点 ,在 =0 时 从 A 点 自由 下 落 , 到 时 刻 
ty 三 本 时 到 达 B 点. AB=h=gT*/2. 此 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = 于 zi + mgx. 
相应 的 哈密 顿 作 用 量 为 
S=| Ld = | (Fm + mgr dz ， (4.4) 


1 


其 值 和 函数 z (1) 的 形式 有 关 . 哈密 顿 原 理 说 ,在 符合 所 给 条 件 的 各 种 可 能 的 函 
数 z(z) 中 ,其 实 运动 z= 8 /12 使 (4.4) 的 积分 取 极 小 值 . 为 此 ,我 们 另外 取 四 
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种 符合 所 给 条 件 的 函数 和 它 作 比较 ,它们 如 图 8.6 中 的 曲线 2.3.4.5 所 示 : 曲 
线 1 代表 真实 运动 . 


(1) 真实 运动 
工 二 Lo 工 = gt 
2 本 
1 
Si -| [Fm 1 + F mg i :dt 
0 
= Fmg T 
(2) 全 程 等 速 运动 
T= vot, vo = aT， T= vo 


_ [rrl 2 _ 3 2 3 
S, 二 | mvuo 十 mgvot |dt = EA 了 . 
0 


(3) 分 段 等 速 运动 
在 1: 从 0 到 工 | 时 以 等 速 v 从 A 点 运动 到 C 点 ,在 了 T 到 了 人 时 以 等 速 v 
从 C 点 运动 到 已 点 . 


T T 
SS -=| [二 zi 十 mmgoit |dt +| [3 + mgvi Ti + mgvs(t 一 Ti) jd 
0 T 


1 


= Fm T+ Fmgv T’ 十 mi(T — Ti)+ 


— v;)T,(T-T,) + Fmgva( T — T?). 


mg (vi 


本 ,Ai = 多 = 工 zT2 , 代 人 人 Tu = 六 和 


设 图 中 的 曲线 3 所 对 应 的 T, = 二 = 本 


( 开 -T)= 卢 -天 可 解 得 = 于 &T， V2; 二 
S; = .3 pg? T?. 


(4) 曲线 4 相当 于 分 段 等 速 运 动 中 T, 环 0,h = 二，viT = 有 ,因此 wv 一 
v2 二 0, 所 以 
Ss = lim [到 maiT + 了 mgvi T! | 


* 严格 的 说 ,哈密 顿 原理 所 比较 的 是 真 实 路 径 和 其 无 限 邻 近 的 各 种 可 能 路 径 的 作用 量 的 值 . 这 里 为 
了 使 计算 能 说 明 问 题 ,所 比较 的 各 条 路 径 选 取得 不 是 无 限 邻 近 的 ， 
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= lim mh + gT)— oo. 


TT r0 
(5) 曲线 5 相当 于 分 段 等 速 运动 中 工 =T,P =0, v;(T-T)= 有 .因此 
v= 人 0， v2 疡 00 ,所 以 
S; = lim [mT 一 人 ) 十 3 mgvs( T’ 一 Ti)| 


TT 


= lim 3 mh[v, +g(T+T)]—>%. 


TT 
根据 这 些 计算 ,我 们 得 
S, 9 S§; 83 5S, S; 
一 一 ”一 一 一 一 一 OO 一 一 一 OO 
S 8’'S, 64'5, ”SI ， 


这 表明 由 (4.4) 所 定义 的 作用 量 ,在 所 比较 的 各 条 路 径 中 ,真实 路 径 确 实 取 极 小 
值 . 

力学 体系 的 真实 运动 是 由 动力 学 方程 决定 的 . 哈密 顿 原理 可 从 各 种 运动 学 
所 允许 的 可 能 运动 中 把 真实 运动 挑选 出 来 ,表明 哈密 顿 原理 本 身 就 是 动力 学 规 
律 的 一 种 表述 形式 . 实际 上 确实 可 从 哈密 顿 原理 导出 以 前 所 得 出 的 各 种 动力 学 
方程 ,因此 哈密 顿 原理 也 可 作为 力学 中 的 第 一 性 原理 . 

应 该 指出 ,上 节 从 最 速 落 径 问 题写 出 欧 拉 方 
程 时 ,我 们 并 没有 证 明 泛 函 J[ y{x)] 取 极 小 值 的 
条 件 是 8 = 0. 我 们 只 是 借用 了 微分 法 中 函数 
F(z) 取 极 小 值 的 条 件 df =0 的 类 比 而 得 出 这 个 
结论 ,这 个 结论 的 严格 证 明 可 参阅 有 关 变 分 法 的 
书 . 但 对 哈密 顿 原 理 来 说 ,如 果 承 认 拉 格 朗 日 方 
程 是 正确 的 ,那么 重复 上 节 推导 欧 拉 方程 的 步骤， 
就 可 以 从 拉 格 朗 日 方程 导出 哈密 顿 原 理 . 反之 ， 
如 果 我 们 把 哈密 顿 原理 作为 力学 第 一 性 原理 , 那 
么 重复 上 节 的 推导 ,也 可 由 哈密 顿 原理 导出 拉 格 图 8.7 
朗 日 方程 . 

从 哈密 顿 原理 也 可 直接 导出 正则 方程 ,其 步骤 和 导出 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
基本 相同 ,唯一 的 差别 是 在 正则 方程 中 广义 动量 p, 和 广义 坐标 g, 有 相同 的 地 
位 ,都 是 独立 变量 ,因此 应 该 在 如 图 8.7 所 示 的 2; + 1 维 空间 中 作 端 点 A 和 8B 
固定 的 等 时 变 分 ,具体 推导 如 下 : 


将 上 = >,bq. -日 代入 (4.2) 式 得 
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8S = | [Si Cp.80. + 4.8p.)- > 3 8p, + Fg, ) jd - 0. 
式 中 第 一 项 的 积分 可 改写 为 
| Bp.3d.dr 


-有 (Cao au 
一 > jp.dg, | -| p, dg.dt 


= 一 | bdq,dr. 


1 


上 式 最 后 一 步 中 我 们 利用 了 (zt1)=69,(1,)=0. 于 是 我 们 得 到 
‘2 。 . dH 
3S = | ,3 了 ja - 于 (5 + 了 jso jd: = 0. 
因为 p,。 和 gq。 是 互相 独立 的 动力 学 变量 ,要 使 上 式 恒 成 立 , 只 有 被 积 函数 8$p。 和 
8g。 的 系数 为 零 , 于 是 得 


这 就 是 哈密 顿 正 则 方程 . 

也 有 人 把 哈密 顿 原理 称 作 哈 密 顿 最 小 作用 量 原理 . 最 小 作用 量 原 理 最 早 是 
莫 培 督 (Maupertuis) 于 1744 年 提出 来 的 ,但 其 形式 和 上 述 哈密 顿 提 出 的 有 所 不 
同 . 莫 培 督 把 


Ww = Bf wa dr. (4.5) 

叫做 作用 量 ,他 断言 完整 .保守 的 力学 体系 在 位 形 空间 确定 的 始末 位 置 A 和 B 
之 间 一 切 可 能 的 运动 中 ,真实 运动 的 作用 量 WW 具有 极 小 值 

AW = AD | mo .dr =0. (4.6) 


这 里 我 们 用 A 表示 莫 培 督 原理 中 的 变 分 记号 ,下 面 我 们 要 指出 , 它 和 哈密 顿 原 
理 中 的 变 分 记号 6 的 运算 性 质 有 所 不 同 . 

黄 培 督 提出 这 个 原理 的 时 候 , 并 没有 给 予 证 明 , 直 到 1760 年 拉 格 朗 日 才 从 
数学 上 严格 地 给 出 了 证 明 , 明 确 了 变 分 算 符 A 的 性 质 , 并 且 利 用 


Dm *。 dr, = = Pm, "vdt = 2Td: = 2 pda。 


写 为 
B 
AW = A| 2Tdi = A| Sp.dg, =0. 
和 4 二 


KK.G.J.Jacobi，1804 一 1851) 又 利用 


+ dg dg 
2T = DD) As gg = 2 4 rr 
| a, 


2T = 2(E - V), 
的 积分 改写 为 


1 i 
| ,2Tdt -| VF-V) AAA dd 


| 传输 完毕 ! 4 


(4. 
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处 理 任 何 一 个 动力 学 问题 ,首先 总 是 先 写 出 它 的 动力 学 方程 ,然后 再 从 数学 
上 求解 这 个 方程 式 . 一 般 情况 下 ,一 个 力学 问题 的 动力 学 方程 是 一 组 二 阶 非 线 
性 常人 微分 方程 组 ,在 数学 上 并 无 常规 的 求 得 解析 形式 解 的 一 般 方法 . 总结 以 前 
的 许多 例子 ,我 们 可 以 发 现 , 不 论 用 牛顿 方程 拉 格 朗 日 方程 还 是 哈密 顿 方程 ,只 
要 选用 的 广义 坐标 相同 ,所 得 的 微分 方程 组 最 后 都 是 一 样 的 ;选用 不 间 的 广义 从 
标 , 所 得 的 微分 方程 的 形式 不 一 样 ,数学 上 求解 这 些 方程 的 难 易 程 度 可 以 相差 很 
大 . 广义 坐标 如 果 选 取得 好 ,可 使 微分 方程 组 变量 分 离 , 一 个 方程 只 含 一 个 未 知 
消 数 ,例如 振动 问题 中 选用 简 正 坐标 ;或 者 可 以 使 每 个 方程 都 能 直接 积分 ,使 二 
阶 方程 变 为 一 阶 方程 ,这 只 要 选取 循环 坐标 和 守恒 定律 即 可 做 到 . 选取 了 这 样 
的 好 坐标 ,微分 方程 组 的 求解 就 变 得 十 分 容易 . 但 如 果 坐 标 选取 得 不 好 ,方程 的 
求解 就 会 变 得 十 分 困难 . 因此 如 何 选取 广义 坐标 就 成 为 理论 力学 中 最 富 技 巧 性 
的 一 个 环节 . 以 前 我 们 分 别 就 各 种 典型 力学 问题 ,指出 不 同 的 问题 应 选 什么 样 
的 坐标 比较 好 . 例如 两 体 问 题 应 取 质 心 坐 标 和 相对 运动 坐标 ,相对 运动 部 分 应 
选取 极 坐标 ,这 样 变量 就 可 分 离 ,并 且 都 可 直接 积分 ,如 果 选 用 两 个 粒子 的 直角 
坐标 ,方程 就 会 变 得 十 分 复杂 ,难以 求解 . 再 如 刚体 转动 问题 应 选取 欧 拉 角 为 广 
义 坐 标 , 微 振动 问题 应 选取 平衡 位 置 为 坐标 原点 , 尽 可 能 选用 简 正 坐 标 等 等 . 哈 
密 顿 理论 将 独立 坐标 扩大 了 一 倍 ,这 意味 着 坐标 选择 的 余地 会 更 大 . 本 节 我 们 
将 讨论 正则 坐标 变换 的 一 般 理论 ,进而 指出 一 条 寻找 最 佳 坐 标的 巧妙 方法 . 

我 们 先 从 拉 格 朗 日 方程 的 坐标 变换 说 起 . 对 于 拉 格 朗 日 方程 来 说 , 设 原 来 
的 一 组 广义 坐标 为 9 ,g,,… ,g, ,现在 作 变 换 

Qs, = Qi ga, gt), a = 1,2,.,s. (5.,1) 
取 Q. 为 新 的 广义 坐标 后 ,虽然 拉 格 朗 日 函数 的 具体 形式 要 改变 ,但 拉 格 朗 日 方 
程 的 形式 不 变 , 仍 为 
d aL aL 


0, a = 1,2,,s. 


di a@, 30Q&, 
这 种 变换 我 们 是 熟悉 的 ,我 们 以 前 是 经 常 这 样 做 的 . 但 对 哈密 顿 正 则 方程 来 
说 ,由 于 广义 动量 和 广义 坐标 具有 同样 的 地 位 ,都 是 独立 变量 ,(5.1) 式 只 规定 
了 广义 坐标 的 变换 ,并 没有 规定 广义 动量 如 何 变换 ,新 动量 P, 可 以 是 任意 的 . 
我 们 常 说 拉 格 朗 日 函数 L(gq,g,1) 是 g,。 和 g, 的 函数 ,这 是 就 动力 学 的 意义 而 


说 的 . 就 运动 学 的 意义 说 ,由 于 4. = 钳 ,g。 和 6 并 不 独立 , 当 g, 作 变 换 (5.1) 


256 第 八 章 ”经典 力学 的 哈密 顿 理 论 


时 ,g, 的 变换 也 完全 确定 了 . 对 正则 变量 p, 和 g, 来 说 ,在 动力 学 和 运动 学 意 
义 上 两 者 都 是 独立 的 . 因此 对 于 哈密 顿 正则 方程 来 说 ,正则 变量 的 一 般 变 换 关 
Q, = Qlqi'g, php.;t), 
= P(g gq, ;pi'"p,;t), 
变换 (5.2) 的 任意 性 太 大 了 . 与 拉 格 朗 日 方程 在 变换 (5.1) 下 形式 保持 不 变 

的 情况 不 一 样 , 如 果 变 换 后 保持 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 的 定义 不 变 : 

EL (QQ = 了 T- TV， 
H’* (P,Q,1) = > PQ-L QQ,D)， 

那么 正则 方程 一 般 将 不 再 保持 原来 的 形式 . 显然 我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 这 样 一 种 

变换 :在 变换 (5.2) 下 ,新 的 哈密 顿 函 数 电 ` (P,Q ,i) 仍 然 满 足 正则 方程 : 


9 万 - 9 四 加 
Q, = 3P- ,PP, = 50 = ,8. (S$.3) 


满足 条 件 (5.3) 的 正则 坐标 的 变换 (5.2) 称 为 正则 变换 . 

下 面 我 们 来 寻找 正则 变换 所 应 满足 的 具体 条 件 . 从 哈密 顿 原理 的 讨论 可 
知 , 正 则 方程 和 哈密 顿 原理 是 等 价 的 ,因此 我 们 只 要 使 变换 (5.2) 满 足 哈密 顿 原 
理 的 要 求 ,就 可 以 保证 新 的 正则 方程 保持 形式 不 变 . 对 于 原来 的 正则 变量 p.、 
9。 和 了 蛤 密 顿 函数 昌 (p ,gq ,1) ,我 们 有 


3S= 8| (4,g,0)d 


a = 1],2,…,s. (5.2) 


一 3| [Dp.dg, - Hp,q,1)dt |= 


但 由 于 二 和 +S: 中 是 等 价 的 ,为 了 使 p, 完全 独立 于 g, ,在 上 式 的 积分 号 
下 应 再 加 上 一 项 df(g ,1). 不 仅 如 此 ,被 积 函 数 加 上 一 项 全 微分 后 ,由 于 定 积分 
[a 的 值 只 和 端点 的 函数 值 有 关 ,而 端点 的 变 分 恒 为 零 , 这 是 哈密 顿 变 分 算 符 


3 所 规定 的 运算 规则 , 即 让 dy = 0. 因此 函数 了 不 仅 可 以 是 v .1 的 函数 ,而 且 


也 可 以 将 p 作为 参数 包含 在 内 . 也 就 是 说 , 老 的 正则 变量 和 老 的 哈密 顿 函数 ,就 
最 一 般 的 形式 而 言 ,应 满足 下 面 的 关系 式 : 


中 [Ep.dg, ~ HOpsa stde + dfi(qsp.0)). (5.4) 


同样 ,如 果 新 的 正则 变量 P, 、Q。 和 新 的 哈密 顿 函数 HH" (P,Q,z) 满 足 正则 方程 
(5.3), 则 也 应 满足 同样 的 关系 式 : 
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3| [BP.dQ, -本 (P,Q,Dde+dA(CP,Q,O (5.5) 
访 与 户 一 样 ,也 是 一 个 任意 的 函数 . 将 (5.4) 和 (5.5) 式 相 减 ,并 令 
fi(P,Q,1)- Ap ait) = 下， (5.6) 
可 得 
3| [六 (de - P.dQ,) + (H: - H)dt -dFi|]=0, (5.7) 
要 使 上 式 成 立 , 只 要 取 
> pda - SBP.dQ, + (H’ ~ H)dt = dF, (5.8) 
即 可 . 
(5.6) 式 的 左边 ,同时 出 现 新 老 两 组 正则 变量 p,、g, 和 P,、Q, ,但 这 4* 个 变 


有 量 之 间 由 于 存在 2; 个 变换 方程 (5.2), 因 此 独立 的 变量 只 有 2; 个, 我们 可 以 利 
用 (5.2) 式 消去 其 中 任意 2; 个 不 独立 的 变量 . 对 (5.8) 式 来 说 ,由 于 等 式 左 边 的 
独立 变量 是 新 老 正则 坐标 g,。 和 QQ, ,因此 右边 的 图 数 忆 也 应 取 gq, 和 QQ, 为 自己 
的 独立 变量 ,这样 (5.8) 式 可 更 明确 地 表示 为 

Spidq, - SP.dQ, + (H’ -~ H)dt = dF,(g,Q,1), (5.9) 
这 就 是 正则 变换 所 应 满足 的 具体 条 件 . 已 (cc,Q，,r) 称 为 第 一 类 正则 变换 母 函 


数 . 
由 {5.9) 式 可 得 


_ 9F, dF | 
Pp, | 90。 ,P, 一 3Q, CQ 一 1 ,2,. ,3s; (5.10) 
天 9F, 
H = 所 二 Er (5.11) 


这 两 个 式 子 表明 ,在 从 p。、g。 变换 到 P,、Q, 时 ,虽然 新 坐标 Q. 可 任意 规定 ,但 
一 旦 Q。 规定 以 后 ,那么 其 他 量 就 必须 满足 以 下 三 点 :第 一 , P, 必须 由 P, = 


5 来 规定 , 即 由 F, 来 决定 ,不 同 的 F 对 应 不 同 的 P, ;第 二 ,FF, 不 能 完全 自 


由 选择 ,必须 满足 p, = 5 ;第 三 ,新 的 哈密 顿 函数 厅 " 必须 由 (5.11) 来 确定 ， 
如 果 违 反 这 三 点 中 的 任意 一 点 ,那么 经 过 (5.2) 的 变换 后 ,(5.3) 形 式 的 正则 方程 
一 般 不 再 成 立 . 

我 们 还 可 把 正则 变换 的 关系 式 (5 9) 改写 为 其 他 形式 .在 某 些 情况 下 ,我们 
不 取 新 旧 坐 标 g, 和 Q, 为 独立 变量 ,而 取 老 坐标 g, 和 新 动量 P 为 独立 变量 更 
方便 些 .为 此 利用 
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2 PdQ. = d( 二 PQ.)- 2.Q.dP,， 
可 将 (5.9) 式 改写 为 
> 六 ddq + DQ.dP, + (H’ - H)di 


= d(F + >,P.Q.). 


利用 (5.2) 可 把 上 式 右边 写成 为 
qd(F + >,P.Q.)= dF,(g,P,t), 


于 是 得 
Spidg, + >)JQ,dP, + (H’ ~ H)dt = dFs(g,P,t). (5.12) 
由 此 得 
9dF, aF, 
六 (5.13) 
oF 
5 (5.14) 


F,(g,P,t) 称 为 第 二 类 正则 变换 母 函 数 . 
类 似 地 还 可 有 第 三 类 和 第 四 类 的 正则 变换 式 : 


>),(- gdp, - P.dQ,) + (H’- H)di = dFs(p,Q,1), (5.15) 
DS (Q,dP, - gdp.) + (H*— H)d: = dF,(p,P,1). (5.16) 


值得 指出 的 是 ,所 有 这 四 种 正则 变换 中 ,新 旧 哈 密 顿 函数 之 间 的 变换 关系 都 
可 以 用 同一 种 方式 来 表示 : 


五 ”= = H+ 3 1 = 1,2,3,4. 《S.17) 


如 果 母 函数 不 显 含 时 间 , 字 + = 0, 则 遇 ” = 昌 , 这 时 只 要 将 及 中 的 p,、g, 用 P.、 
Q. 来 代替 即 可 得 到 新 的 哈密 顿 函 数 互 ”. 
从 上 面 的 讨论 中 可 知 ,通过 正则 变换 可 使 新 的 正则 变量 P。 和 Q. 中 的 每 一 
个 , 既 和 原来 的 坐标 gq, ,又 和 原来 的 动量 p。 有 关 . 因此 变换 后 的 广义 坐标 Q。 
已 经 没有 纯粹 空间 坐标 的 意义 了 . 例如 ,如 果 我 们 取 母 函数 
Fi(g,Q,1) = >yqQ。， (5.18) 
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则 由 (5.9) 得 


oF oaF 
PP 


pe 一 gd， 


这 一 变换 仅 使 动量 和 坐标 的 名 称 互 换 . 因此 在 哈密 顿 方 程 中 ,广义 坐标 和 广义 
动量 只 是 名 称 上 的 不 同 ,在 物理 意义 上 并 无 任何 差别 可 言 , 因 此 常 把 它们 称 为 正 
则 共 斩 变 量 . 实际 上 任何 一 个 力学 量 均 可 看 作 是 正则 变量 ,只 要 相应 的 共 思 变 
量 p .gq 的 乘积 有 作用 量 的 量 纲 即 可 , 即 

dim pg = dim 能 量 x dim 时 间 . 
在 这 样 的 意义 下 ,能量 和 时 间 1 也 可 以 看 成 是 一 对 共 思 e 的 正则 变量 . 

值得 指出 的 是 ,普通 意义 下 的 坐标 变换 ,是 正则 变换 的 一 种 特殊 情况 . 事实 

上 如 果 我 们 取 第 二 类 正则 变换 的 母 函 数 

F, = 二 万 (g ga ,gst)P,, (5.19) 


则 由 (5.13) 可 得 


Q, ~ 3P = f.(gq1,…,g,,1). 


这 就 是 拉 格 朗 日 坐标 变换 (5.1), 坐 标的 变换 和 动量 不 发 生 关系 . 

正则 变换 的 重要 意义 在 于 可 以 简化 新 的 哈密 顿 函数 ,使 广义 坐标 尽 可 能 地 
变 为 循环 坐标 . 在 $2.7 中 我 们 曾经 指出 ,对 于 自由 度 为 * 的 力学 体系 , 必 有 
2s 一 1 个 独立 的 运动 积分 . 每 个 运动 积分 都 可 以 认为 有 一 个 广义 坐标 与 之 相对 
应 ,因此 原则 上 总 可 以 使 一 个 力学 体系 的 所 有 广义 坐标 全 部 是 循环 坐标 ,从 而 使 
正则 方程 的 求解 大 大 简化 . 下 面 我 们 举 一 个 具体 例子 来 说 明确 实 是 可 能 的 . 

【 例 】 用 正则 变换 方法 求 平面 谐振 子 的 运动 . 

解 : 我 们 知道 一 维 谐振 子 的 哈密 顿 函 数 为 


2 


H=E-= Fm 十 mo = 之 十 me 
因此 平面 谐振 子 的 哈密 顿 陋 数 可 写 为 
H= (pt op) +t mr + oy). (1) 


这 里 我 们 取 了 直角 坐标 + 、y 为 广义 坐标 ,显然 zy 都 不 是 循环 坐标 ,我 们 希望 通过 正则 变换 
在 将 + 、y、p, 、p, 变换 为 新 的 正则 变量 Q, 、Q; 、P, .P: 后 ,使 新 的 哈密 顿 函 数 瑟 " 中 不 出 现 
Qi .Q:. 这 样 的 变换 归结 为 寻找 适当 的 母 函 数 , 究竟 怎样 来 选取 母 函 数 才能 使 循环 坐标 增 
加 呢 ? 这 个 问题 我 们 留 到 以 后 再 讨论 ,现在 设 已 经 找到 了 这 样 一 个 母 函数 


Fi(g,Q) = 本 (wireot QQ + wy cot Q,). (2) 


其 中 Q, 和 Q: 为 新 的 正则 坐标 . 将 (2) 代 人 (5.10) 得 
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oF, 


p, = D7 7 Mw Teot Ql1, 
oF 
p= - 二 pw ycot Q,, 
和 (3) 
9aF, m 1 2 
一 和 = 3 wx csc Ql1, 
9Fl ni 2 2 
P: = 7 50. = 7 Wy csc Q,. 


因 所 选 的 母 函数 不 显 含 1 ,所 以 日 " = 互 . 因此 将 (3) 代 入 (1) 即 得 


五 = 2m wi rcor Q1+ mm wi y’ cot’ Q,) + 3 (wir 十 wy ) 
=wiP + wiP,. (4) 
从 而 得 到 新 的 正则 方程 为 
aH' 
Ql) 一 aP, 一 Ws 
» 万 
Pl =-— 30. =- 0 ， 
aH’ (5) 
Q 一 已 一 Wn 
_ 9 _ 
P, 本 oQ， 一 0 


显然 Q， 和 QQ, 都 是 循环 坐标 ,积分 后 得 
P=C,, P,= C,, 
QI =wt+, Q = wt+6,. (6) 
其 中 C, 、.C, .6 .6: 是 四 个 积分 常数 . 将 (6) 代 人 (3) 中 的 后 面 两 个 方程 可 解 得 


| 


1 
(元 ) slot 9 ) ， 


mwl 


TX 


2C, VT 7 
y 二 (5 和) sn(os 十 人: ). 


Pls 


这 就 是 我 们 所 需要 的 最 后 结果 ,并 且 可 以 看 到 ,新 的 正则 坐标 是 振子 的 相位 ,而 新 的 动量 则 和 
振幅 祖 联系 . 


38.6 泪 松 括号 


当 我 们 用 正则 变量 p 、g 来 描述 一 个 力学 体系 时 ,任何 一 个 力学 量 f 均 可 表 
不 为 pq\t 的 函数 := f(p,q,t). 这 些 力学 量 , 有 的 随时 间 变 化 ,有 的 是 运动 
只 分 ,不 随时 间 变 化 . 以 前 我 们 所 讨论 的 中 心 问题 之 一 是 如 何 找 循环 坐标 , 亦 即 
如 何 找 运 动 积分 . 现在 我 们 提出 一 个 反 过 来 的 问题 :对 于 一 个 给 定 的 力学 体系 ， 
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如 何 来 判断 力学 量 f(p ,gq ,i) 是 否 为 运动 积分 ?一 个 力学 体系 的 性 质 可 完全 由 
它 的 哈密 顿 清 数 电 决定 . 因为 有 了 互 ,就 可 以 写 出 正则 方程 , 解 此 正则 方程 即 
可 得 到 此 力学 体系 的 一 切 力 学 性 质 . 因此 可 以 设想 ,力学 量 f(p,g ,it) 是 否 为 运 
动 积分 ,一定 可 以 从 上 和 互 的 关系 中 作出 判断 . 我 们 来 具体 分 析 一 下 这 个 问 
题 . 

写 出 和 t | 


2 
i Er (6 
利用 正则 方程 ,将 上 式 中 的 6 J 六 用 - 了 来 代替 ， 则 (6.1) 式 可 写 
为 


df _ 39f 9H 39f _9H 39f 
a -H+ | 9g, 9g. 9p | (6.2) 
引入 符号 
TaH ar 3 af 
| (6.3) 
则 (6.2) 式 可 简写 为 
of - 学 +[H,f]. (6.4) 


方程 (6.4) 明 显 地 给 出 任意 一 个 力学 最 随时 间 的 变化 与 哈密 顿 函 数 互 
的 关系 , 称 为 f 的 运动 方程 . 从 这 个 方程 可 以 看 到 ,如 果 力 学 量 f 是 运动 积分 ， 
dfidi =0, 则 


L+H,f]=0, (6.5) 


特别 是 当 f 不 显 含 时 间 1 时 ,有 
[H,f] = 0. (6.6) 
(6.6) 式 和 (6.5) 式 为 我 们 提供 了 判断 一 个 力学 量 f 是 否 为 运动 积分 的 方 
便 的 办 法 . 以 前 我 们 要 判断 一 个 力学 量 f 是 否 为 运动 积分 ,一 般 需 要 先 解 出 运 
动 方程 ,得 到 gq, = gq, (1) 和 p= p, (1), 然 后 把 它们 代入 f(p,g,i) 中 ,才能 看 出 
f 是 否 和 时 间 无 关 . 现在 则 可 直接 从 上 和 所 的 关系 判断 f 是 否 为 运动 积分 . 一 
个 最 简单 的 例子 是 :车 上 就 是 五 本 身 ,那么 由 (6.3) 式 ,显然 [日 ,及 ] =0, 代 人 


(6.5) 得 刀 为 运动 积分 的 条 件 是 =0, 即 得 我 们 早已 熟知 的 结论 .下面 举 一 


个 例子 . 
【 例 1】 平面 谐振 子 角 动量 的 守 伍 性 . 
解 : 平面 谐振 子 的 哈密 顿 函 数 为 
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1 ，a 2 1 2 2 2 2 
H= 5m(pr ty )+ F(T + wiy” ), 


角 动 量 为 
L = (zxp, ~ yp Ok. 
因 工 不 显 含 1, 因 此 上 是否 为 运动 积分 ,可 由 [ 昌 ,L ] 是 否 为 零 决 定 , 由 (6.3) 式 得 


ad 五 9 oH 9 9 万 9 oH 9 
[HL =( L H , (3 L 二 


0p， ar 9r op, 9p, 9y dy 9p, 


三 mry( wi 一 wi ). 


由 此 可 知 , 当 %, = ws 时 ,平面 谐振 子 的 角 动 量 守 恒 ;w 了 w, 时 , 角 动 量 不 守恒 . 这 个 结论 显 
然 是 对 的 ,因为 谐振 于 的 w? = 让, 当 w, = os 时 ,平面 谐振 子 是 在 中 心 势 场 了 = 小 如 * 中 运 


动 的 粒子 ,所 以 角 动量 守恒 ; 当 w, 天 ws 时 ,粒子 在 势 场子 (hzx? + ky*) 中 运动 , 它 不 是 中 心 
势 场 ,所 以 粒子 的 角 动量 不 守恒 
由 (6.3) 式 所 定义 的 符号 [ 互 , fj 称 为 力学 量 f 和 昌 所 组 成 的 泊 松 (Piosson) 
括号 . 与 (6.3) 式 类 似 , 一 个 力学 体系 的 任意 两 个 力学 量 /(p,g,1) 和 g(p,9， 
1 ) 的 泊 松 括号 定义 为 : 
-六 于 - 半 引 ) .7 
也 有 人 把 泊 松 括号 定义 为 
ar dg 39f 9 
[fa]= 了 ( 放 站 -区 站 ) 
这 两 种 定义 相差 一 个 负 号 ,只 要 前 后 一 致 ,两 种 定义 对 下 面 的 运算 没有 影响 . 我 
们 采用 (6.7) 的 定义 . 
利用 泊 松 括号 的 定义 ,并 考虑 到 


3gs = 6.，， 3p; = 0， 

9 9 

了 一 6。p， 5 = 0， 

可 以 把 正则 方程 写成 完全 对 称 的 形式 : 
9 = [H,g,], p, = [H,p.]. (6.8) 

泊 松 括号 有 下 面 一 些 性 质 : 
(1) [f,g}l= -lg,f]. (6.9) 
(2) 奉 < 为 常量 , 则 [ f,c]=0. (6.10) 
(3) [frit+fi,gel=[fi,g]j+[f,,g]. (6.11) 
(4) [fifo rg]= flfi,gl+t+ flfi,g]. (6.12) 


(5) Ff ,gl= [H+ [7 (6.13) 


{ 
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= =- 27 6.14 

(0 [f.9.]= 7; Lf p= -3 (6.14) 
Dip ， [gq,.,gs]=0, (6.15) 
[ps ,qa | = S68. (6.16) 


以 上 这 些 性 质 可 以 根据 泊 松 括号 的 定义 直接 得 出 , 留 作 习题 ,请 读者 自己 证 
明 . 下 面 还 有 一 些 性 质 , 需 要 作 一 些 说 明 或 证 明 . 
(8) 雅 可 比 恒等式 . 设 f.g .hh 是 任意 三 个 用 正则 变量 表示 的 力学 量 , 则 成 


[figshjl+[lg,lh, fj]+ih,Lif,gl]=0 (6.17) 

这 个 关系 式 称 为 雅 可 比 恒 等 式 , 也 留 作 习题 请 读者 自己 证 明 . 

(9) 泊 松 括号 在 正则 变换 下 保持 不 变 , 即 

[f,g],, = [f/f,g]po,s (6.18) 
式 中 [f,g],,, 表 示 以 pq 为 正则 变量 的 力学 量 f 和 gg 的 泊 松 括号 . 现在 作 正 则 
变换 p 、g 一 P、Q,(6.18) 式 表示 经 过 正则 变换 后 力学 量 f 和 gg 的 泊 松 括号 仍旧 
和 原来 的 相同 . 初 看 起 来 这 似乎 是 理所当然 的 ,但 是 稍 细 想 一 下 ,就 会 认识 到 这 
是 泊 松 括号 的 一 个 很 重要 的 性 质 ,因为 [f,gj 是 函数 f 和 g 对 正则 变量 求 导 后 
所 是 义 的 一 个 新 函数 ,正则 变换 不 能 保证 任意 一 个 函数 在 变换 后 保持 不 变 ， 例 
如 哈密 顿 函 数 ,虽然 变换 前 和 变换 后 的 定义 不 变 ,但 新 旧 哈 密 顿 郴 数 之 间 的 关系 


却 是 H* (PQ1)= H( pgt) + 5 ,也 就 是 说 正则 变换 并 不 能 保证 哈密 顿 函 数 保持 


不 变 . 

(6.17) 和 (6.18) 的 证 明 从 略 . 希望 了 解 这 两 式 证 明 的 读者 ,可 参阅 金 尚 年 
编著 的 《经 典 力学 》$ 10.2 ,复旦 大 学 出 版 社 (1987) . 

(10) 车 f 和 gg 都 是 运动 积分 , 则 它们 的 泊 松 括号 [六 ,gj] 也 是 运动 积分 . 

泊 松 括号 的 这 一 性 质 称 为 泊 松 定理 . 证 明 如 下 : 


Slfgl = [fgl+[H,Lf,g]]. 
应 用 (6.4) 和 雅 可 比 恒等式 ,上 式 可 改写 为 
于 [Ag = [5.8]+ [1,F | Lf, la, Hl- [elH,f]] 


-[(¥+ a) [7 [+tH,g]|| 
- [8sl+ 7 和 | 


如 果 /和 &g 都 是 运动 积分 , 则 dydt = dg/dt =0, 因 此 由 上 式 即 得 [f,g] =0， 
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所 以 Lf,gj] 也 是 运动 积分 ,这 就 证 明了 泊 松 定理 . 


泊 松 定理 为 我 们 提供 了 一 条 寻找 运动 积分 的 新 途径 . 如 果 我 们 已 知 两 个 运 


动 积分 , 则 可 由 它们 所 组 成 的 泊 松 括号 找到 第 三 个 运动 积分 . 


【 例 2】 已 知 一 质点 对 x 轴 及 y 轴 的 角 动 量 守 恒 ,求证 这 个 质点 对 z 轴 的 角 动 量 也 守 


恒 . 


证 : L, 和 上, 的 表示 式 为 
1 二 mzy 一 ZHiy ， 


L, = mrz 一 rmz. 


令 
TV 09 03， 
人 
则 (1) 式 可 改写 为 
了 三 了 = p39 -93 户 ， 
1 = 8g= pg qips. 
作 泊 松 括号 
( 芝 荐 + 站 甘 + 闪 站 
19p! dg 3p: 0g3 9p: 
将 (2) 代 和 人 (3) 得 
[f,g] = gipr — (~ pi)(- gq1) =-L,, 
即 


LL, ,上 ,] 二 一 L, 
所 以 若 L, 和 工 , 为 运动 积分 , 则 由 泊 松 定理 ,L, 亦 为 运动 积分 . 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


需要 指出 的 是 ,应 用 泊 松 定理 不 一 定 都 能 得 到 新 的 运动 积分 , 因为 运动 积 
分 的 总 数 是 有 限 的 ,在 许多 情况 下 ,由 两 个 运动 积分 所 作出 的 泊 松 括号 是 一 个 恒 


等 式 ,或 者 等 于 常数 ,这 就 得 不 出 新 的 运动 积分 了 . 


$8.7 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


在 $8.5 中 曾经 指出 ,适当 的 正则 变换 可 使 新 的 哈密 顿 函数 H* (P,Q,:) 
的 结构 简化 ,从 而 使 正则 方程 易于 求解 . 最 理想 的 情况 是 使 ”=0, 这 时 新 的 


正则 方程 就 变 为 
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忆 = 
| ， a = 1,2,.,s, 
Q, = 0， 
从 而 
| = ?= 常数 ， | 3 
一 bi 3“ 3 
Q, = &， = 常数 ， 
然后 再 利用 变换 关系 
1 = 卫 (qd 
aa 一 1 ,2 …,5， 
Q. = Q, (gq; 四) = &, 
即 可 得 到 原来 正则 方程 的 解 ; 
， ,( 人 ， 
和 Q 一 1,2，…5. 
qe = 9 人) 


那么 ,使 五 ”=0 的 这 种 变换 是 否 存 在 呢 ? 如 果 存 在 ,又 怎样 去 寻找 其 母 困 数 
呢 ? 
在 $88.5 中 指出 ,有 四 类 正则 变换 母国 数 下, 新旧 哈密 顿 了 消 数 间 的 关系 都 是 
H' (P,Q,1) = H(p,ost) + 了 


欲 使 互 " =0, 则 要 求 母国 数 下 满足 关系 式 


H(p,q,1) + =0. (7.1) 
现在 我 们 取 第 二 类 母 函 数 下 = FF,(g,P,i), 则 由 (5.13) 式 得 
p,. = 元， (7.2) 
将 它 代 人 (7.1) ,并 根据 所 设 要 求 , 令 
已 = 1%,,， 
这 样 (7.1) 就 可 表示 为 
Ho) = 0. (7.3) 


这 是 函数 F(g,,…,g,,) 的 一 阶 偏 微 分 方程 ,7, 可 看 成 是 这 个 方程 积分 后 的 一 
些 独立 的 积分 常数 . 这 表明 只 要 求 得 方程 (7.3) 的 解 ,并 将 它 作为 第 二 类 正则 变 
换 的 母 函 数 ,就 可 使 HH" = 0, 从 而 得 到 正则 方程 的 解 . 也 就 是 说 ,使 "=0 的 
正则 变换 是 存在 的 ,这 种 正则 变换 的 母 函 数 由 方程 (7.3) 的 解决 定 . 这 就 是 我 们 
的 结论 ， 

方程 (7.3) 中 未 知 函数 都 是 以 导数 3、37 的 形式 出 现 的 . 因此 如 果 


F(g,t) 是 方程 的 解 , 则 
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S(g,t) = 下 (ar)+A (7.4) 
也 是 方程 的 解 , 其 中 A 是 任意 常数 . 因此 我 们 可 把 方程 (7.3) 改 写 为 
H{a,Fot)+ = 0 (7.5) 


这 个 方程 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 滑 数 S(g ,1) 称 为 哈密 顿 主 函数 . 从 数学 上 
我 们 知道 ,一 阶 偏 微 分 方程 的 完全 解 所 含有 的 独立 积分 常数 的 数目 和 函数 自 变 
量 的 数目 是 相同 的 . 方程 (7.5) 中 的 函数 S(gq,1) 共 有 s+1 个 自 变量 ,其 完全 解 
有 s+1 个 独立 常数 , (7.4) 式 表示 其 中 有 一 个 常数 是 相 加 常数 ,其 余 * 个 常数 
就 是 F(a,7 ,ti) 中 的 个 也 

需要 指出 的 是 ,按照 上 述 正则 变换 的 思想 来 解 正则 方程 ,看 来 十 分 理想 ,但 
并 不 是 没有 困难 的 . 实际 上 这 样 做 只 不 过 是 将 解 正则 方程 的 困难 转移 到 了 解 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 上 去 罢 了 . 但 这 一 方法 毕竟 为 我 们 指出 了 另 一 条 解 正 则 方程 
的 途径 , 它 具 有 重要 的 理论 价值 和 实用 价值 . 

现在 我 们 来 讨论 一 下 哈密 顿 主 函 数 S 的 物理 意义 . 因为 SS 是 g,g,,…， 
gq;,t 的 函数 ,因此 


| q。 gr (7.6) 


由 (7.2)、(7.3) 和 (7.4) 得 


= (7.7) 
=-H. (7.8) 
将 它们 代入 (7.6) 式 得 
= Dpd-H=L. (7.9) 
由 此 可 得 | 
S = |Lar. (7.10) 


在 $8.4 中 我 们 曾 称 | Ldi 为 哈密 顿 作用 量 . (7.10) 式 表明 ,哈密 顿 主 函数 5 


就 是 积分 限 不 确定 的 哈密 顿 作用 量 , 因 此 S 又 称 为 哈密 顿 作用 函数 . 

下 面 我 们 转 人 讨论 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (7.5) 的 求解 问题 . 为 简单 起 见 ,我 
们 只 讨论 哈密 顿 函 数 互 为 常数 E 时 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 解 , 即 能 量 守 恒 或 
广义 能 量 守 恒 问 题 的 求解 , 纯 力 学 问题 都 属于 这 一 类 问题 . 这 种 情况 下 方程 
(7.5) 可 表示 为 


9 
SE-0. (7.11) 
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将 上 式 对 时 间 积 分 ,并 考虑 到 (7.4) 式 得 
S(a,r) =F(g,t)+A 
= 一 ET 多 (9)+ 人 入. (7.12) 


式 中 A 是 相 加 常数 ,函数 W 称 为 哈密 顿 特征 函数 . 不 难 证 明 W 实际 上 就 是 上 
限 可 变 的 英 培 督 作用 量 . 因为 能 量 守 恒 时 哈密 顿 主 函数 S(gq,t) 由 定义 可 直接 
表示 为 


S =|Ld: = | (Bp. - H)di 
= | 5}p.dg, — E(t — 0). 
将 上 式 和 (7.12) 式 比较 , 即 可 得 
W(g,,'…,g:) = | Dp.da.. (7.13) 


它 的 右边 就 是 积分 上 限 可 变 的 莫 培 督 作 用 量 . 
由 (7.12) 式 和 (7.7) 式 得 


aS aW 
5 和 5 六 (7.14) 
将 上 式 代 入 五 = 玉 , 得 
oaoWwW ow 
Ha gg = 上. (7.15) 


这 是 一 个 关于 函数 W 的 一 阶 偏 微 分 方程 ,从 这 个 方程 中 解 得 克 后 代入 (7. 12) 
式 中 即 可 得 态 为 常数 的 体系 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 解 了 . 

下 节 再 来 讨论 方程 (7.15) 如 何 求解 . 现在 假定 方程 (7.15) 的 解 已 经 找到 ， 
研究 一 下 这 个 解 和 我 们 感 兴趣 的 正则 方程 的 完全 积分 g, = g,(1)、p, = p, (7) 及 
体系 的 运动 轨道 的 关系 . 

聘 数 WW 是: 个 广义 坐标 的 函数 ,因此 方程 (7.15) 的 解 应 该 包含 * 个 常数 ， 
但 在 (7.12) 中 我 们 已 经 把 能 量 E 作为 一 个 独立 常数 ,因此 W 的 * 个 常数 中 有 
一 个 是 五 , 令 这 个 常数 是 w, ,这 样 就 可 以 把 方程 (7.15) 的 解 表示 为 

W = W(gi,g2."" ,G3 0 D2 ,7,), 
1 = 上 . 
将 (7.16) 式 代 人 (7.12) 式 得 
下 (gs =— Fr+ W(g1,.%, gs, E, ,sn ). 
(7.17) 
上 面 已 经 指出 ,如 果 把 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 去 掉 相 加 常数 后 的 解 F(g, ,… ,og.， 
! ,下 ,7 也) 取 作 为 第 二 类 正则 变换 的 母 函数 F (dm… qt, PP)， 


(7.16) 
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则 新 坐标 Q. = $4, 和 新 动量 已 = 人 刀 都 是 常数 . 下 面 我 们 来 论证 ,如 果 我 们 在 
(7.17) 式 中 取 


六 一 P,,， 
Q = 2,3,,5. (7.18) 
下 = Pi, 


那么 我 们 就 可 以 把 正则 方程 的 完全 积分 和 体系 的 轨道 方程 与 函数 到 (9 
q. , 玉 ,7，,… ,7 ) 直接 联 系 起 来 . 
(1) 轨道 方程 


根据 以 上 规定 和 第 二 类 正则 变换 关系 式 Q, = 5 下 ,和 
SW = 8 = 常数 ,a -2.3 (7.19) 
Ya 


这 s 一 1 个 代数 方程 ,联系 着 s 个 广义 坐标 g, ,它们 都 不 含 时 间 ,因此 是 体系 的 轨 
这 方程 . 例如 开 普 勒 问题 , 取 x 、y 、z 为 广义 坐标 ,函数 W 可 表示 为 
W = W(xr,y,z,F, 7,,7). 
代入 (7.19) 得 


区 一 f(x ,ys EE, n,n) = &€, = 常数 
JW (7.20) 
any 二 f(T, ys, E, ,73) = 63 = 常数 ， 
这 是 两 个 曲面 方程 ,它们 的 交 线 就 是 粒子 运动 的 轨道 
(2) 坐标 变化 规律 g, = g. (7) 
利用 二 Q 得 
oF aw, 
IFE = El = 常数 . (7.21) 
但 由 (7.17) 式 得 
aF aW 
dF 一 上 十 dFE 


=—t+fi(gqi,, gE, 7 ,,). 
将 上 式 代入 (7.21) 式 ,并 考虑 到 常数 & 的 量 纲 和 时 间 : 相同 ,因此 可 令 & = 
一 to. 于 是 得 
1 gE (7.22) 
将 (7.22) 和 (7.19) 联 立 起 来 ,共有 s 个 代数 方程 ,对 个 广义 坐标 g, 求解 可 得 
Qa 一 qa (tsE, D273 Ds fo, ee)， 人 一 1 2，…，5. (7.23) 
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这 就 是 坐标 的 运动 规律 ,EE,7;,… ,7 和 1 和 6 是 2s 个 独立 的 运动 常数 . 
(3) 动量 变化 规律 p, = p(t) 
由 (7.14) 式 直接 可 得 


9 
Pe 5 一 记 《ai 1 二 1,2,,38, (7.24) 


再 将 (7.23) 代 人 (7.24) ,消去 g。 即 得 
pe = patsEsmome my tot Et), a = 1,2,..,s. (7.25) 
这 就 是 动量 的 变化 规律 . 
综 上 所 述 , 对 于 及 为 常数 的 力学 体系 ,只 要 我 们 得 到 了 偏 微分 方程 (7. 15) 
的 解 W(gi,…,g; ;上 ,7 ，"… ,7,), 则 体系 的 运动 轨道 和 正则 坐标 、 正 则 动量 的 
完全 积分 就 全 部 决定 了 . 


8.8 用 哈密 顿 理论 解 开 普 勒 问题 


经 典 力学 的 牛顿 理论 , 拉 格 朗 日 理论 和 哈密 顿 理论 都 是 讨论 如 何 写 出 一 个 
力学 体系 的 动力 学 方程 的 问题 . 用 牛顿 方程 和 拉 格 遍 日 方程 写 动力 学 方程 ,在 
前 面 各 章 中 已 有 许多 范例 ,读者 通过 自己 做 习题 ,应 该 感到 比较 熟悉 了 . 但 如 何 
用 哈密 顿 理论 来 写 动力 学 方程 ,本 章 所 举 的 例题 还 不 多 . 哈密 顿 理 论 的 动力 学 
方程 有 三 种 不 同 的 形式 :正则 方程 (2.5) ,哈密 顿 原理 (4.2) 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 


程 (7.5). 在 8.2 中 我 们 已 用 正则 方程 写 出 了 开 普 勒 问题 | Y= - 和 | 的 动力 


学 方程 ,本 节 我 们 仍 以 这 个 问题 为 例 , 再 用 哈密 顿 原 理 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 来 
建立 它 的 动力 学 方程 . 开 普 勒 问题 用 牛顿 动力 学 方程 和 拉 格 朗 日 方程 也 已 作 过 
充分 讨论 ,读者 不 妨 把 它们 联系 起 来 作 一 比较 ,从 中 必定 会 有 所 启迪 . 

【 例 1】 用 哈密 顿 原理 建立 开 普 勒 问题 的 动力 学 方程 

解 : 开 普 勒 问题 的 拉 格 朗 日 函数 为 


L = Fm tr ) +, {1) 
r 
根据 哈密 赖 原理 , 它 的 动力 学 方程 可 由 
as =3] La = 3] (Fmt + + la =0 (2) 


给 出 . 根据 哈密 顿 变 分 标 符 8 的 性 质 ,积分 端点 t, 和 t, 时 刻 的 函数 值 不 变 , 变 分 为 零 ,因此 
可 将 (2) 中 的 变 分 算 符 和 积分 算 符 交换 次 序 ,得 


3S = [a + ri0:) + 人 jd 
t r 


1 
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上 | mr + Br + r2686) - Sar |d = 0. 
r 


1 


因为 
ry + a | i . 
| mr Sr 一 | mr gz tor?dz 二 | Pard(Sr) 
4 41 和 


一 | aCmrar) -| mr Srdi 
全 | 


= mrer 


了 1 1 


其 中 用 到 8r(t,)= 6r(t,)=0 的 条 件 . 类 似 地 可 得 


| " mr’ 656dt = | 。 mr 6d(80) 
{1 | 


11 


= mr 080 | 时 | mr(re + 2r6)80dt 
1 


= -| m(r6+ 2r6)r8gdr, 


1 


将 (4) (5) 代 人 (3) 可 得 


a 


8S = | 人- mrt+ mr 一 生 jz -mr 人 + 276) 80 |d: =0. 


1 r 


由 于 Sr 和 664 都 是 任意 的 ,要 使 上 式 恒 成 立 , 必 须 sr 和 86 项 的 系数 为 零 . 由 此 可 得 


二 网 的 
r 


m(ri+2ri)r=0, 


出 起 :) = 一 三 ， 
一 


m(rfi+2r6)=0. 
此 即 我 们 所 熟知 的 开 普 勒 问题 的 牛顿 动力 学 方程 . 
【 例 2】 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 开 普 勤 问题 . 
解 ; 开 普 勒 问题 能 量 守 伍 ,其 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 可 取 (7.15) 的 形式 


or) 


取 平 面 极 坐标 , 写 出 开 普 勒 问题 的 哈密 顿 函数 


由 (7.14) 式 ,p= 人 ,ps = 于 (让 引 ,代入 (2) 和 (1) 得 


高 [ (小 ) + 二 ( 守 ) ]- = 


此 即 开 普 勒 问题 的 险 密 顿 - 雅 可 比方 程 . 求 出 方程 (3) 的 解 , 代 人 


2 1 ue 2 [9 
-| mr Srdt = 一 mr Srdr. 
it 上 了 


(3) 


(4) 


(3) 


(7) 


(3) 
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aW(r,6) |， 
p; = a = mr ， 
。 (4) 
_ 9W(r,0) 4 
ps = 0 i 


| 6?) = 于 ， 
r 
m(r@+2r0) = 0. 
下 面 我 们 先 来 求 方程 (3) 的 解 W(xr,8), 但 不 通过 (4) 来 求 轨道 + = r(00) 和 运动 方程 
r=rft) =o0r), 而 是 通过 (7.19) 式 直接 求 轨 道 方程 ,进而 通过 (7.22) 来 写 出 其 运动 方程 


r=rtr) 和 6=6Cr)， 
用 2mr 乘 (3) 式 两 边 ,并 移 项 得 


即 可 得 


-7 (EE) +2n(E + = (于 ) ， (5) 
对 于 上 述 这 种 形式 的 偏 微分 方程 ,可 用 分 离 变 量 法 求解 , 即 可 令 
W({r,0) = Wi(r)+ W,(0). (6) 
将 (6) 代 和 人 (5) 得 
-| (Pe) +2n(E+E) = (5 有) (7) 


上 式 左边 只 是 + 的 函数 ,右边 只 是 0 的 函数 ,要 使 其 对 任意 的 .9 都 成 立 , 只 有 当 它 们 都 等 
于 同一 个 常量 时 才 可 能 , 这 个 常量 必 为 正 值 ,因此 把 它 用 J? 来 表示 ,由 此 可 得 


(PB:) = (8) 
-| (Se) +2m (Ete) =F. (9) 
积分 (8) 式 得 
W,(0) = J86+ A. (10) 
(9) 式 可 改写 为 
EE 
所 以 W, () - [V2m (E+ ££) Ear, (11) 


将 (10)、.(11) 代 和 人 (6) ,最 后 得 方程 (3) 的 解 : 


wr,0) = [V2m (E+ 2)- Edr+ jr A (12) 


rr 


下 面 我 们 利用 (12) 直 接 求 轨道 方程 , 将 (12) 代 人 (7.19) 得 


=I Van (E+ E)- Ldr+o 
—J 


-| 一 一 一 一 r+ 0 = 0,. 
r 2m (E+ 各 )- 右 


r 
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上 式 中 的 即 为 (7.19) 式 中 的 积分 常数 9,. 适当 选取 坐标 原点 ,总 可 令 9 =0. 于 是 得 


了 _ ma 
0 = | Jdr 二 = ArCCOS - J = ， (13) 
2 a 扩 nm a” 
r 2m(E+E) 了 2mE 十 FE 


心 
hw 
H 
~ 
只 hu 
人 
中 
十 
~ CD 
站 
温 
名 
息 
避 | 
及 
山 
演 


(14) 


六 二 本 一. 
1 + ecos 人 0 


这 正 是 我 们 所 熟悉 的 开 普 勒 问题 的 轨道 方程 . 
下 面 再 用 (7.12) 式 求 运 动 方程 r-(:) 和 9(1). 将 (12) 代 人 (7.22) 式 得 
ow mdr | mm rdr 
| Ta a 7 
m 7 i 一 二 TET 一 2m| ET 
(15) 
它 就 是 在 $3.3 中 所 给 出 的 开 普 勒 问题 的 运动 方程 r = r(z) 的 积分 表示 式 . 再 将 (15) 和 (14) 
联 立 起 来 即 可 解 得 6= 0(1). 
至 此 ,我们 先后 已 用 牛顿 方程 . 拉 格 朗 日 方程 .哈密 顿 正 则 方程 .哈密 顿 原 理 和 哈密 顿 - 
雅 可 比方 程 分 别 讨论 了 开 普 勒 问题 的 求解 方法 . 如 果 说 用 牛顿 方程 和 拉 格 朗 日 方程 来 解 开 
普 勒 问题 各 有 各 的 优点 ,那么 用 哈密 顿 理 论 的 三 种 方法 来 解 开 普 勒 问题 ,读者 可 能 难以 体会 
到 其 优点 何在 ,而 会 有 一 种 * 杀 鸡 用 牛刀 "的 感觉 ,名 了 一 个 圈子 ,最 后 仍旧 回 到 牛顿 方程 和 拉 
格 朗 日 方程 的 出 发 点 . 那么 究竟 为 什么 在 学 习 了 经 典 力学 的 牛顿 理论 和 拉 格 朗 日 理论 后 ,我 
们 还 要 学 习 哈 密 顿 理论 ?” 这 个 问题 我 们 留 到 下 一 章 再 作 适 当 的 回答 ,这 里 只 能 打 个 比喻 ;如 
果 把 哈密 顿 理论 看 作 是 一 把 “牛刀 ”, 那 么 用 来 “ 杀 鸡 ”, 它 确实 不 及 常用 的 “菜刀 "方便 ;但 如 果 
面临 的 是 “ 宰 猪 "“ 杀 牛 " 问 题 ,这 时 牛刀 就 比 菜刀 优越 了 . 例如 对 于 开 普 勒 问题 来 说 ,如 果 还 
需要 考虑 另 一 个 星体 的 微 扰 ,这 时 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 就 大 有 用 处 了 ,但 这 是 一 个 三 体 问题 ， 
已 超出 了 本 课程 的 要 求 . 


t— to 三 


习 题 


8.1 写 出 自由 质点 在 柱 坐 标 和 球 坐 标 中 的 哈密 顿 函 数 . 

8.2 写 出 复 摆 的 哈密 顿 画 数 和 正则 方程 . 

8.3 质量 为 m 的 质点 在 重力 场 中 沿 铅 家 线 运 动 , 设 阻力 和 速度 的 平方 成 正比 , 写 出 质 
点 的 哈密 顿 方程 . 

8.4 假定 在 两 个 固定 点 (zy ) 和 (za ,y) 之 间作 一 条 曲线 ,并 让 它 绕 y 轴 旋 转 而 形成 
一 个 旋转 曲面 , 求 使 此 旋转 曲面 的 表面 积 为 极 小 的 曲线 方程 式 . 

8.5 ”曲面 上 两 点 之 间 路 程 为 极 小 值 的 曲线 叫 短程 线 . 证 明 球 表面 的 短程 线 为 大 圆 (以 
球 心 为 圆心 的 圆 ). 

8.6 由 哈密 顿 原 理 导 出 拉 格 朗 日 方程 ， 


习 题 273 


8,7 ”证明 下 列 变换 是 正则 变换 ;(1) Q=In( 地 sin p), p= gcot pi (2) Q= arctan Bt 


p= {1+ £7 )3(3) Q=In(l VGeos p), P=2(1 tgeos pgsin ps(4) Qs = qiuP 
| 

. 上 . 
= pi,Q:= pi,P;= ~ gq:;(5) Q=p+iag, P= -村 (eri 之 ) 


8.8 质量 为 mn 的 质点 在 重力 场 中 自由 落下 . 试 利用 正则 变换 母 函 数 F, (y, 9) 
= -mg (部 扩 + y0 ) 写 出 新 的 哈密 顿 函 数 和 正则 方程 ,并 求 其 解 . 


8.9 利用 力学 量 /( p,q,1) 的 运动 方程 壬 = 禾 + LH,/], 证 明 开 普 勒 辣 题 的 角 动 量 工 ， 
能 量 E 和 龙 格 - 椤 次 (Runge- Lenz) 矢 量 B=wxL- 守 都 是 守 伍 重 . 
、 /12Q 加 . 
8.10 ”证明 g = cosP,p=V2kQsin P(k 为 常数 ) 是 一 正则 变换 . 若 原 来 的 哈密 顿 


函数 为 H= 地 (pr +g ), 求 用 新 正则 变量 表示 的 正则 方程 


8.11 若 新 旧 正 则 变量 的 变换 关系 为 
Q = gcos Pp, P= gq sin fp, 
间 a .8 为 何 值 时 ,这 个 变换 是 正则 变换 ? 并 找 出 其 母 函 数 . 
8.12 质量 为 m 的 粒子 在 圆柱 对 称 的 势 场 中 运动 ,对 称 轴 为 = 轴 , 作 变换 
及 = reos wt + ysin wt, 
Y=- xsin wt + ycos wt, 
Z= Zz. 
证 明 这 是 一 个 正则 变换 , 写 出 此 变换 的 母 函 数 和 新 的 哈密 顿 函 数 , 并 讨论 其 物理 意义 . 
8.13 用 球 坐 标 写 出 球 摆 的 哈密 顿 正 则 方程 ,并 用 这 组 正则 变量 计算 下 列 泊 松 括号 : 
[(L,,L,y], LL,,L.], [L.,,L,]. 
8.14 如 果 ?是 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 , 试 证 明 
Lp, 工 .]」 = 0. 
8.15 用 了 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 求 抛射 体 在 真空 中 运行 的 轨道 . 
8.16 用 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 平面 谐振 子 问题 . 
` 8.17 用 险 密 顿 - 雅 可 比方 程 求 拉 格 朗 日 陀螺 的 解 . 
“8.18 质量 为 六 的 质点 沿 平面 轨道 运动 ,质点 受到 指向 固定 点 的 径 向 力 已 = ~ kr 的 吸 
引 , 其 中 是 常数 . 试 采 用 极 坐标 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 出 r (+). 假定 初始 条 件 为 r(0) 
=0,r(0)= ra.. 


“第 九 章 ”哈密 顿 理论 在 
物理 学 中 的 应 用 


经 典 力学 的 拉 格 朗 日 -哈密 顿 理论 在 物理 学 中 有 广泛 的 应 用 ,本 章 讨 论 这 方面 的 几 个 应 
用 :电磁 场 理 论 的 拉 格 关上 日 方程 形式 , 薛 定 请 波动 方程 的 建立 ,统计 物理 学 中 的 刘 维 尔 定理 . 
通过 对 这 些 问题 的 讨论 ,有 既 可 加 深 对 经 典 力学 哈密 顿 理论 的 理解 ,同时 也 为 后 继 的 电动 力学 、 
量子 力学 和 统计 物理 课 准 备 了 必要 的 理论 基础 . 本 章 最 后 还 将 对 经 典 力学 的 微 扰 理论 作 简 
单 的 介绍 , 它 是 一 种 求 近似 解 的 有 效 理论 工具 ， 


9.1 连续 体系 的 拉 格 朗 日 方程 


本 书 前 面 各 章 所 讨论 的 物体 ,只 限于 由 质点 和 刚体 所 组 成 的 分 立 的 力学 体系 . 电磁 场 是 
一 个 连续 体系 ,如 果 我 们 要 把 电磁 理论 纳 人 经 典 力学 的 框架 内 ,首先 应 从 建立 连续 体系 的 经 
典 力 学 方程 着 手 , 本 节 我 们 将 用 险 密 顿 原理 来 建立 起 适用 于 一 般 连续 体系 的 拉 格 朗 日 方程 ， 
下 一 节 再 利用 它 来 建立 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 . 

为 论述 简单 起 见 ,我 们 先 以 一 维 弹性 棒 的 纵 振 动 为 例 , 运 用 拉 格 朗 日 - 哈密 顿 方法 , 写 出 
它 的 拉 格 朗 日 函数 ,然后 作 推 广 , 写 出 一 般 连续 体系 拉 格 朗 日 函数 工 的 表示 形式 . 有 了 拉 格 
朗 日 阔 数 工 , 再 用 哈密 顿 原理 来 导出 其 动力 学 方程 一 一 连续 体系 的 拉 格 朗 日 方程 ， 

我 们 先 采用 $6.6 一 维 晶 格 振动 所 用 的 模型 ,将 一 维 均 匀 弹 人 性 棒 看 成 是 由 排列 在 一 条 直 
线 上 的 ,质量 均 为 m、 固 有 间隔 为 4 、 彼 此 间 由 劲 度 系 数 为 & 的 弹簧 联系 着 的 质点 系 ( 见 图 
6.7), 写 出 其 拉 格 朗 日 函数 . 然后 利用 从 分 离 到 连续 的 极限 过 滤 ,得 出 连续 体系 的 拉 格 朗 日 
函数 , 设 % 是 第 i 个 质点 偏离 平 衔 位 置 的 位 移 , 则 体系 的 动能 为 


1 .， 
了 = 本 之 /mr 
第 ;个 质点 所 受到 的 力 为 
Fi=k(m ~ Dm) -k(n pL1). 
由 此 可 推 知 体系 的 势能 为 
V = 


于 是 体系 的 拉 格 朗 日 函数 为 
L = mp] (1.,1) 
下 面 我 们 就 用 取 极 限 的 方法 ,把 (1.1) 所 示 的 分 离 体系 的 拉 格 遍 日 函数 过 渡 为 连续 体系 
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的 拉 格 朗 日 函数 . 为 此 将 (1.1) 式 改写 为 
令 弹性 棒 单 位 长 度 的 质量 为 ! , 则 取 极 限时 有 


弹性 棒 的 形变 和 应 力 的 关系 由 胡 克 定律 


F= Eé (1.4) 
给 出 ,其 中 EE 为 材料 的 弹性 模 量 ,为 单位 棒 长 的 伸 长 ， 
8= 52 = 了 5. (1.5) 
要 a 
而 分 离 体系 的 胡 克 定律 为 
F=k(n 7) (1.6) 
将 (1.5) 代 入 (1.4) 并 和 (1.6) 比 较 , 可 知 取 极 限时 还 有 
a 四 


由 (1.3) 和 (1.7), 并 考虑 到 a 一 |dx ,就 可 以 把 (1.2) 从 分 离 体系 过 渡 到 连续 体系 ,从 
而 得 到 弹性 棒 的 拉 格 朗 日 函数 为 


1 7 

= 二 |[ 习 -EE( 噶 ) Jax (1.8) 

或 
LL= |: dr ， (1.9) 

其 中 

= 了- 和 = 二 /站 -二 (22) (1.10) 
称 为 体系 的 拉 格 朗 日 密度 , 它 是 (1.2) 式 中 工 , 的 极限 式 , 而 了 和 + 分 别称 为 体系 的 动能 密度 
和 势能 密度 . 


从 上 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,连续 体系 的 位 置 坐标 rz 在 拉 格 朗 日 函数 中 并 不 是 广义 坐标 ， 
而 是 代替 分 离 体系 中 的 求 和 指标 i. 对 于 每 一 个 rz,7(z) 是 广义 坐标 ,由 于 7 了 亦 随时 间 : 改 
变 , 因 此 正确 写法 是 n(x,1). 其 中 x 和 + 都 是 拉 格 朗 日 函数 的 参数 . 对 于 三 维 的 连续 体系 ， 
广义 党 标 应 表示 为 7 ,vy,z,t) 或 n(x ,x;,x3,1) ,而 体系 的 拉 格 朗 日 卫 数 应 表示 为 


L = || zaradrsdzs. (1.11) 


现在 我 们 应 用 哈密 顿 原理 来 导出 连续 体系 的 拉 格 朗 日 方程 ,对 于 弹性 棒 , 拉 格 朗 日 密度 
只 是 =9w/91 和 9p/9x 的 函数 ,而 x 和 :+ 是 参数 . 在 某 些 问题 中 > 还 可 以 是 或 xi 的 显 
函数 . 因此 三 维 空间 拉 格 朗 日 密度 的 一 般 形式 是 


dn 9 
Er j=1,2,3. (1.12) 
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由 哈密 顿 原 理 ,体系 的 拉 格 朗 日 方程 由 下 式 给 出 ， 


$5 = 让 | sari de:dradi = 0. (1.13) 


] 


现在 的 变 分 运算 和 以 前 的 不 同 之 处 是 :以 前 是 对 ri .rs zs 变更 的 ,现在 ri x;、xs3 和 1 

一 样 都 是 不 变更 的 ;不 但 6: =0 而 且 5x,=0. 所 以 时 间 积 分 上 下 限 不 变 ,空间 积分 的 区 域 也 
不 变 . 现在 的 变 分 只 是 对 ? 而 言 的 ,因此 

3y 9 55， 


on on 一 on oO 
97, 
将 它 代入 (1.13) 得 
TD 0 dy EE | 
川 | 5757 十 本 29 一 D7 (2 ) dridzrsdzridt = 0. (1, 14) 
了 人 ( 寺 ) 
对 上 式 第 二 项 进行 分 部 积分 . 因 87 =87: =0, 所 以 
2 94 » 2 d 2 
| 9p -| dz (5 06ndt. (1.15) 
将 (5. 14) 的 第 三 项 交换 8 和 93/197， 的 次 序 ,再 用 分 部 积分 ,得 
”9 /9n d | Oy 
| : 3 (dr ra 3 jan, (1.16) 
l (也 ) ' (2 ) 


这 里 需要 作 一 点 说 明 ,积分 过 程 中 已 将 偏 导数 区 - 换 成 了 全 导数 j5- ,这 是 因为 是. . 
rs 和 :的 函数 ,在 (1.14) 中 对 x 求 导数 ,对 时 间 + 和 其 他 两 个 空间 坐标 不 求 导 ,因此 ,我 
式 的 最 后 结果 中 ,对 z, 求 导 的 意义 仍 一 样 ,但 由 于 y 一 般 是 


2 2 应 通过 7 对 x 求 导 . 因 


od, or 
此 我 们 改 用 了 全 导数 记号 了 . 《1.15) 式 的 推导 过 程 中 将 9/31 换 成 ddr 也 是 同样 的 理由 . 
将 (1 15) 和 (16) 代 入 (LL ) 得 


3 


: ] 
oo daez d 9 | 
J 之 pz = 0., {1.17) 


| LT 


由 于 8$7 是 任意 的 ,要 使 上 式 恒 为 零 ,必须 87 的 系数 为 堆 , 即 


一 本 = 0. (1.18) 


这 就 是 连续 体系 的 拉 烙 朗 日 方程 . 

对 于 分 离 的 力学 体系 ,我们 知道 n 个 自由 度 的 体系 共有 个 拉 格 朗 日 方程 . 连续 体系 的 
自由 度 有 无 限 多 ,怎么 只 得 到 (1.18) 一 个 拉 格 朗 日 方程 呢 ? 这 是 因为 , 若 把 运动 方程 看 作 是 
坐标 对 时 间 的 微分 方程 , 则 对 每 一 个 r ,(1.18) 就 可 给 出 一 个 方程 式 ,这 样 方程 式 就 有 无 限 
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多 个 了 . 现在 我 们 是 将 .r+, 作为 连续 变量 来 看 待 的 ,因此 (1.18) 式 仅 为 一 个 了 对 变数 ri rs、 
xi 和 上 的 偏 微分 方程 . 

上 面 我 们 所 考虑 的 连续 体系 只 有 一 个 位 移 7 ,有 些 复杂 的 力学 体系 ,例如 三 维 弹性 体 ,可 
能 在 ri .ra .rs 三 个 方向 都 有 位 移 , 因 而 就 有 三 种 广义 坐标 ,其 中 每 一 个 都 是 rz 、x,、x;3 和 1/ 
的 函数 ,我们 可 用 wy (ri ,x ,x; ,1)( 上 =1,2,3) 来 表示 . 所 以 对 更 一 般 的 连续 力学 体系 , 拉 格 
朗 日 方程 为 


d oF O04 A7 . 
下 DE i | Dm =0，A&=1,2， (1.19) 


dx 
【 例 ] 弹性 棒 纵 振动 的 运动 方程 . 
解 : 弹性 棒 的 拉 格 朗 日 密度 已 由 (1.10) 式 给 


: 因 | 了 1 4 9n : 
= F147 -了 BE( 于 | - (1) 
因此 得 
27) day ,9 
9 7 di 97 Dr 
0 _、 qd7 d 24 wb 
4 jp E(22) dz 3 = -EE (2) 
on Ox | /297 Or 
2(2) (32) 
Dy 
jn 0 
将 (2) 代 拉 格 朗 日 方程 (1.18) 即 得 
1 23 - E29- 0， (3) 
oar Or’ 


这 就 是 弹性 棒 作 纵 振动 的 运动 方程 ,这 是 一 个 波动 方程 , 波 速 
oF (4) 
$9.2 电磁 场 的 拉 格 朗 日 方程 


真空 中 的 电磁 场 的 运动 规律 由 麦克 斯 韦 方程 给 出 : 
oaB 


Vv.B=0VxE+3, =0; (2.1) 
aE ， 
VY ' 下 = 七， V X 且 一 pnsn Do 了 (2.2) 
0 


要 将 麦克 斯 韦 方程 纳 人 拉 格 朗 日 方程 的 形式 ,应 该 取 那 些 量 作为 体系 的 广义 坐标 呢 ? (2.1) 
和 (2.2) 中 的 B 和 EE 共有 6 个 分 量 ,§2.5 中 已 指出 这 6 个 分 量 并 非 彼 此 独立 ,因此 不 适合 取 
为 广义 坐标 ,而 应 该 取 矢 势 4 和 标 势 9 作为 广义 坐标 . 4、gp 与 BB.E 的 关系 可 由 (2.1) 的 两 
个 方程 及 恒等式 YYx4=0 和 VxVvo=0 给 出 ; 


0 
入， (2.3) 


E=-vo- 
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B=-Yv xA. (2.4) 
因此 当 用 4 和 ww 来 描述 电磁 场 的 运动 时 ,(2.2) 才 是 场 的 运动 方程 ,而 (2.1) 只 不 过 是 给 出 4 
和 的 定义 而 已 . 
如 果 能 给 出 一 个 适当 的 拉 格 朗 日 密度 x, 利 用 拉 格 朗 日 方程 (1.19) 就 可 以 导出 电磁 场 的 
运动 方程 (2.2) ,那么 就 把 电磁 场 的 运动 方程 纳入 到 拉 格 朗 日 方程 的 理论 体系 中 去 了 . 下 面 
我 们 来 证 明 这 是 可 能 的 ， 


全 
令 


1 
2 


上 式 中 的 世 和 B 要 通过 (2.3) 和 (2.4) 由 A 和 来 表示 . 
先 考 虑 广义 坐标 p 所 对 应 的 拉 格 朗 日 方程 . 在 (2.5) 中 ,gp 本 身 只 出 现在 - op 这 一 项 


中 ,而 了 名 只 出 现在 E? 中 ,其 他 两 项 均 与 p 无 关 , 因 此 


Y= Ca (2.5) 


ay 
5 
BR aF, 
= eo = ~- eoF, 
有) (人 
dx dre 
-0. 
ag 
代入 拉 格 朗 日 方程 (1.19) 中 ,得 
“to-0. (2.6) 
将 上 式 写 成 矢量 形式 就 是 (2.2) 中 的 第 一 个 方程 
vV.E=£. 


€0 
其 次 讨论 广义 坐标 A, 所 对 应 的 拉 格 朗 日 方程 . 在 (2.5) 中 ,A, 本 身 出 现在 j: 4 项 中 ， 
口 


。 A 3 国 
A, 出 现在 E 中 ,3 一 出 现在 B” 中 ,因此 得 
i 
oY 加 
DA， J 
oa: 9 
2 一 t&0 上 ) 上 二 so) 
dA, dA 
1 OY _ 1 B 9B, B; 
? (六 Hn ) 9A) Ho 
Ox dr 
| oa 8B; 
9 ( 半 ) Ho 
9x3 
代入 拉 格 庆 日 方程 (1 ,19) 得 
1 0B 9B, dF, 
二 [ 守 和 ) -es 本 0 (2.7) 
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类 似 可 得 


1 9B - 宇 )- oF, 和。 
(3 0 四 
1 19B， 35, ) - 9E; 
(二 5 0 (2.9) 


将 它们 合 起 来 写成 矢量 形式 即 得 (2.2) 中 的 第 二 个 方程 

VxB- oe = oj 
这 就 证 明了 电磁 场 的 运动 方程 确实 可 以 纳入 到 拉 格 朗 日 方程 的 理论 体系 中 去 . 对 其 他 形式 
的 场 也 同样 可 以 做 到 . 

将 场 方程 纳入 拉 格 朗 日 方程 的 形式 ,表明 经 典 力 学 所 发 展 起 来 的 拉 格 朗 日 方程 和 哈密 顿 
正则 方程 的 理论 体系 ,也 适用 于 物质 的 其 他 运动 形式 . 这 一 理论 具有 高 度 的 普遍 性 , 它 不 仅 
可 以 作为 力学 ,而 且 可 以 作为 整个 物理 学 的 理论 基础 . 

最 后 我 们 要 说 一 下 电磁 场 的 拉 格 朗 日 密度 (2.5) 式 是 怎样 得 来 的 . 我 们 已 多 次 说 过 ,一 
个 力学 体系 的 拉 格 朗 日 函数 不 是 唯一 的 . 因此 对 于 连续 体系 来 说 ,相应 的 拉 格 朗 日 密度 4 也 
不 是 唯一 的 ,可 以 有 许多 个 . 我 们 可 以 把 (2.5) 式 看 作 是 电磁 场 拉 格 毅 日 密度 的 许多 表示 
式 之 一 . 在 各 种 等 价 的 拉 格 朗 昌 密度 之 间 , 习 惯 上 我 们 总 是 取 结 构 最 简单 的 一 种 形式 . 有 了 
这 样 的 认识 ,如 果 我 们 不 知道 一 个 物理 体系 的 拉 格 朗 日 密度 应 该 怎么 写 ,就 可 以 去 “ 猜 " ,去 
“ 竣 ", 作 "假设"， 当 然 不 能 睹 猜 乱 次 ,而 是 要 符合 一 定 的 原则 . 对 于 电磁 场 来 说 ,理所当然 其 
拉 格 朗 日 密度 中 一 定 包含 场 量 , 即 EB 或 4、g 一 定 要 出 现在 中 ;并 且 由 于 电荷 和 电流 是 
激发 电磁 场 的 源头 ,因此 艺 中 也 必定 包含 电荷 密度 p 和 电流 密度 j. 其 次 , 拉 格 朗 日 密度 必须 
是 一 个 标量 ,其 量 纲 应 为 能 量 密度 . 根据 这 两 条 原则 ,我 们 去 找 电 磁场 的 拉 格 朗 日 密度 就 归 
结 为 这 样 一 个 问题 :如 何 由 EE、B、4 、y 及 p\j 构造 出 一 个 量 纲 为 能 量 密度 的 物理 量 出 来 . 每 
个 读者 都 有 能 力 做 到 这 一 点 . 这 样 凑合 出 来 的 拉 格 朗 日 密度 是 否 正确 ,需要 进行 “检验 ", 检 
验 的 方法 就 是 把 它 代 人 方程 (1.19) 中 ,然后 解 这 个 方程 . 如 果 所 得 出 的 结论 与 已 知 的 理论 和 
实验 符合 ,那么 就 可 以 认为 这 个 拉 格 朗 日 密度 找 对 了 ;否则 再 换 一 个 艺 作 检 验 , 直 到 成 功 为 
止 . 如 果 同 时 有 几 个 不 同 结构 的 都 得 到 正确 的 结果 ,那么 我 们 总 是 取 其 中 最 简单 的 那个 x 
作为 正确 的 拉 格 朗 日 密度 . 电磁 场 的 拉 格 朗 日 密度 (2.5) 式 正 是 这 样 确定 的 . 

对 于 电磁 场 , 我 们 已 充分 了 解 其 运动 规律 ,所 以 把 麦克 斯 韦 方程 写成 拉 格 郎 日 方程 形式 
并 无 多 大 实际 意义 ,但 它 有 力 地 表明 了 物理 世界 的 统一 性 :力学 运动 和 电磁 运动 具有 完全 相 
同 的 运动 规律 . 这 就 启示 我 们 ;如 果 我 们 要 研究 某 个 末 知 领域 的 物理 问题 ,例如 微观 粒子 间 
的 相互 作用 ,我 们 可 以 认为 (1.19) 就 是 其 正确 的 动力 学 方程 ,再 根据 一 些 必要 的 原则 去 构造 
一 些 拉 格 朗 日 密度 ,然后 解 方 程 ,将 其 结果 与 已 有 的 实验 对 照 , 或 预言 新 的 实验 . 如 果 最 后 得 
到 了 实验 证 实 ,那么 这 个 原来 未 知 领 域 的 正确 理论 就 建立 起 来 了 . 所 以 经 典 力 学 的 拉 格 朗 日 
-哈密 顿 理论 是 我 们 探索 未 知 物理 世界 的 一 个 有 力 的 理论 工具 . 


9.3 评定 证 波动 力学 方程 的 建立 


非 相对 论 量子 力学 有 三 种 不 同 的 理论 形式 ,它们 正好 和 经 典 力学 哈密 顿 理论 的 三 种 不 同 
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形式 的 动力 学 方程 一 一 对 应 :1925 年 10 月 海 森 伯 (W. K. Heisenberg，1901 一 1976) 创 建 的 通 
常 被 称 为 矩阵 力学 的 量子 力学 ,经 狄 拉 克 (P. A，M. Dirac, 1902 一 1984) 研 究 ,发现 它 可 表示 
为 用 量子 泊 松 括号 表示 的 正则 方程 的 形式 ; 独立 于 海 森 伯 , 1926 年 3 月 苹 定 请 
(下 ，Schredinger，1887 一 1961) 所 建立 的 量子 力学 的 波动 方程 则 是 直接 从 哈密 顿 - 雅 可 比方 
程 过 渡 而 来 的 ;1948 一 1950 年 , 狄 拉克 和 费 米 (上 .Fermi，1901 一 1954) 所 建立 的 路 径 积分 形 
式 的 量子 力学 , 则 与 哈密 顿 原理 的 形式 类 似 . 这 种 形式 上 的 一 一 对 应 关系 是 否 有 其 更 深层 次 
的 意义 不 属于 本 书 讨论 的 范围 ,但 量子 力学 与 经 典 力学 之 间 存 在 某 种 形式 上 的 过 渡 关 系 , 这 
是 不 能 否定 的 ,当然 在 过 渡 的 过 程 中 需要 引 人 人 一 些 新 的 假设 . 以 玻 尔 (N. Bohr，1885 一 
1962) , 海 森 伯 , 玻 轧 (M，Born，1882 一 1970) 等 为 一 方 ,以 爱 因 斯 坦 (A. Finstein,，1879 一 
1955) \ 德 布 罗 意 (IL.， de Broglie，1892 一 1987)、 苹 定 证 等 为 男 一 方 , 他 们 创建 并 完善 量子 力学 
理论 所 遵循 的 路 线 和 引入 的 假设 是 不 一 样 的 ,但 所 得 的 数学 方程 完全 等 价 . 用 经 典 力 学 的 术 
语 来 说 ,就 是 可 以 通过 正则 变换 将 一 种 理论 形式 变换 为 另 一 种 理论 形式 , 正统 量子 力学 是 按 
玻 尔 - 海 森 伯 - 玻 恩 的 思想 理论 作出 解释 的 , 本 节 并 不 立足 于 这 条 路 线 ,而 是 根据 薛 定 廖 的 
原意 ,介绍 他 是 如 何 利用 经 典 力学 的 思想 理论 建立 量子 力学 的 基本 方程 一 一 埠 定 雇 方程 的 . 

薛 定 谓 的 波动 力学 是 他 在 1926 年 陆续 发 表 的 四 篇 题 为 《量子 化 是 本 征 值 问 题 》 的 论文 中 
建立 起 来 的 . 第 一 篇 论文 讨论 氨 原 子 的 波动 力学 方程 . 如 果 我 们 完全 站 在 经 典 力学 的 立场 
上 ,不 引入 任 何 新 的 假设 ,那么 氧 原子 问题 就 是 我 们 已 经 多 次 讨论 过 的 开 普 勒 问题 , 它 的 结论 
与 氢 原 子 的 实际 情况 不 符 ， 薛 定 评 为 氢 原 子 引 人 了 一 个 假说 :电子 像 光 一 样 具有 波 粒 二 象 
性 . 这 个 假设 并 非 攻 定 廖 所 首创 , 它 是 德 布 罗 意 于 1924 年 在 其 博士 论文 中 正式 提出 来 的 , 开 
始 时 苹 定 读 并 不 理解 ,经 爱 因 斯 坦 从 中 解释 才 最 后 接受 了 德 布 罗 意 的 观点 . 下 面 我 们 就 来 介 
绍 其 定 请 建立 波动 力学 的 第 一 篇 论文 的 基本 内 容 : 用 经 典 力学 的 哈密 顿 理论 ,加 上 电子 具有 
波 粒 二 象 性 的 假设 ,以 氢 原 子 为 实例 ,建立 普 适 的 定 态 波 动力 学 方程 , 所 谓 定 态 就 是 指 能 量 
守恒 的 量子 体系 ， 

薛 定 刘 先 从 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 着 手 ,对 于 氨 诛 子 ,其 哈密 顿 函 数 为 


有 = 二 (有 大 + 大 )- 生 ， 
因此 由 第 八 章 (7.15) , 氢 原 子 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 
(之 ) 7( 董 ) ]- 人 = 6 


2 | T 0 也 0 之 六 


式 中 =vV x +y +x ,e 为 电子 电荷 ,W = W(x,y,x), 是 经 典 哈 密 顿 作用 函数 . 薛 定 泗 对 
函数 W 作 了 一 个 变换 : 


W = #lg yp， (3.2) 
式 中 上 是 一 个 常量 . 由 于 lg y 不 带 量 纲 ,因此 大 具有 与 作用 孙 数 W 相同 的 量 纲 , 即 作用 量 的 
量 纲 . 由 (3.2) 得 


id IW hoy OW 
or yor Oy YAy’” I yor 


代入 (3.1) 经 整理 后 得 
(0 6a 
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(3.1)、(3.2)、(3.3) 式 完全 是 经 典 的 ,没有 附加 任何 量子 假设 . 也 就 是 说 (3.3) 式 就 是 氨 诛 子 
的 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 

现在 我 们 假设 电子 不 是 一 个 经 典 粒子 ,具有 波 粒 二 象 性 . 这 种 粒子 的 运动 规律 我 们 并 不 
知道 ,如何 用 经 典 力学 的 方法 来 寻求 其 运动 方程 呢 ? 我 们 不 妨 借鉴 上 节 建 立 电磁 场 拉 格 朋 日 
方程 的 经 验 ,把 电子 看 作 是 像 电磁 波 那样 的 "物质 波 ” ,假设 一 个 适当 的 拉 格 朗 日 密度 ,用 最 小 
作用 量 原理 来 导出 电子 的 波动 力学 方程 . 苹 定 证 的 具体 做 法 是 , 取 


dj 二 :re y,z)drdydz = 0， (3.4) 


他 认为 凡是 具有 波 粒 二 象 性 的 非 经 典 粒 子 , 均 可 由 (3.4) 式 导出 其 动力 学 方程 对 (3.4) 式 我 
们 可 以 作 两 种 理解 ,一 种 是 把 (3.4) 式 看 作 是 莫 培 督 最 小 作用 量 原理 , 它 是 和 时 间 无 关 的 ， 
F(x,y,x) 就 是 莫 培 督 作用 晴 数 ; 男 一 种 是 把 (3.4) 式 看 作 是 由 哈密 顿 原 理 变 形 而 来 . 哈密 顿 


原理 为 8; = 中 Ldt = 0 ,根据 变 分 算 符 8 的 定义 ,上 式 中 的 变 分 运算 和 积分 运算 可 以 交换 ， 


因此 得 | 8Ldt = 0. 要 使 此 式 恒 成 立 ,可取 8L =0, 亦 即 


SL = 3|||: (r,y,z)drdydz = 0， 
1 


这 就 是 (3.4) 式 . 作 这 样 的 理解 ,(3.4) 式 中 的 函数 F(r,y,z) 就 是 电子 的 拉 格 朗 日 密度 . 
现在 我 们 来 讨论 如 何 选取 (3.4) 式 中 的 被 积 函 数 F(x,y,z). 莅 定 记 把 电子 看 作 是 一 种 
“物质 波 " 才 得 出 (3.4) ,对 于 波动 ,有 一 个 普遍 适用 的 结论 :体系 的 平均 动能 7 恒 等 于 平均 势 
能 +. 因此 如 果 我 们 把 (3.4) 中 F(x,y,z) 看 作 是 电子 波 的 拉 格 朗 日 密度 ,那么 由 于 “= 了- 
1= 0, 所 以 F(x,y,z) 应 是 一 个 恒 等 于 零 的 函数 . 这 是 仅仅 考虑 电子 具有 波动 性 所 得 的 结 
果 . 现在 我 们 再 来 考虑 电子 同时 具有 粒子 性 . 上 面 我们 已 经 指出 ,把 氢 原 子 中 的 电子 看 作 一 
个 纯 经 典 粒子 , 它 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 就 是 (3.3) 式 ,这 是 一 个 恒 等 于 霍 的 表示 式 . 因此 要 
把 波 粒 二 象 性 结合 起 来 ,最 自然 的 选择 是 取 (3.3) 式 作为 (3.4) 中 的 被 积 函数 F(x ,y,z), 即 


8] = LE 7) (号 ) + (3) (E+ S)s lardyds =0. (3.5) 
这 就 是 基 定 记 所 给 出 的 氨 原 子 中 电子 的 波动 力学 方程 . 通过 常规 的 数学 运算 (这 里 从 略 ) ,由 
(3.5) 式 可 得 


2 2 eo: _ 
本 To= Ey (3.6) 


下 dfay WE - 0， (3.7) 


adn 
(3.7) 是 一 个 面积 分 为 零 的 表示 式 ,f 是 包围 氨 原 子 的 一 个 封闭 曲面 ,n 为 这 个 曲面 的 法 线 方 
向 . 由 于 6y 是 任意 的 ,因此 要 使 (3.7) 式 恒 成 立 ,可 取 这 样 的 条 件 : 当 曲 面 f 取得 足够 大 时 ， 


在 这 个 曲面 上 y=0 和 5.= 0, 它 们 可 以 看 作 是 解 偏 微分 方程 (3.6) 的 一 组 边界 条 件 . 
方程 (3.6) 可 改写 为 
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Hy= Ey, (3.8) 
其 中 
~ 一 2 9: oa” e: 
二 一 一 一 十 一 一 十 一 一 一 一 
H 2m ( 云 ody” 这 | r 
-= - 直 wz+T (3.9) 


27m 
如 称 为 哈密 顿 算 符 ,可 由 经 典 哈密 顿 函数 H = 了 (让 + p+ p:)+ VY 中 的 动量 改换 为 微分 


标 符 
pp 二 一 读 久 (3.10) 

得 到 . 方程 (3.8) 和 对 应 关系 (3.10) 具 有 普遍 性 ,不 仅 对 于 氧 原子 ,而 且 对 于 任意 的 旦 = 上 的 
保守 体系 都 适用 . 

数学 上 像 (3.8) 这 样 形式 的 微分 方程 , 即 一 个 微分 算 符 A 作用 到 一 个 函数 上 ,等 于 一 
个 常数 乘 上 此 函数 ,4 = ay, 称 为 本 征 值 问 题 . 常数 a 称 为 算 符 A 的 本 征 值 ,相应 的 yy 称 为 
本 征 函 数 , 在 给 定 的 边界 条 件 下 ,一 般 情况 只 有 当 a 取 某 些 特殊 值 的 时 候 ,本 征 值 方程 才 有 
解 . 定 态 薛 定 谓 方 程 (3.8) 就 是 一 个 能 量 本 征 值 方程 . 

在 边界 条 件 (3.7) 下 解 方程 (3.8) 得 氧 原子 的 能 量 本 征 值 为 


4 
,一 一 7 n=1,2,. (3.11) 


它 就 是 1913 年 玻 尔 用 定 态 牙 迁 假设 所 得 出 的 氢 原 子 的 能 级 公式 , 海 森 伯 的 殉 阵 力学 妃 可 得 
到 这 个 公式 . 这 个 能 级 公式 当时 已 得 到 实验 的 充分 证 实 . 苹 定 记得 到 了 这 个 公式 ,表明 他 的 
工作 取得 了 成 功 , 创 建 了 一 种 形式 全 新 的 量子 力学 理论 . 

薛 定 刘 的 上 述 理 论 与 现在 正统 的 量子 力学 在 观念 上 有 三 点 重要 的 区 别 : 

第 一 ,在 薛 定 雇 以 前 ,不 论 是 普 朗 克 的 黑体 辐射 理论 . 爱 因 斯 坦 的 光量 子 假设 、 玻 尔 的 氢 
原子 理论 和 海 森 伯 的 矩阵 力学 ,都 把 量子 化 作为 自己 理论 的 基本 假设 之 一 ,量子 论 和 量子 力 
学 这 一 名 词 也 是 由 此 而 来 的 . 但 芯 定 刘 的 理论 不 需要 这 一 假设 , 气 原子 的 能 量 只 能 取 一 些 分 
立 值 是 解 能 量 本 征 值 方程 所 得 出 的 自然 结果 . 本 征 值 可 能 连续 ,也 可 能 分 立 , 这 是 数学 上 早 
已 知道 的 结论 . 所 以 薛 定 刘 认 为 不 应 把 量子 化 作为 量子 物理 学 的 一 个 基本 很 设 ,因此 他 把 自 
己 的 论文 特地 命题 为 《量子 化 是 本 征 值 问题 》. 

第 二 , 薛 定 廖 理论 的 最 巧妙 之 处 在 于 他 引入 了 变换 W = lg 上 &. 上 面 我 们 已 经 说 过 ,因为 
lg 多 没有 量 岗 ,因此 这 里 的 下 起 了 作用 量 函 数 W 的 单位 的 作用 . 原则 上 任意 一 个 物理 量 的 
单位 可 大 可 小 ,例如 电荷 ,我 们 既 可 取 库 仑 为 单位 ,也 可 取 电 子 电荷 为 单位 . 所 以 这 个 变换 是 
一 般 的 ,并 不 包含 任何 特别 的 假设 在 内 . 上 这 个 常数 进入 了 和 氨 原 子 的 能 级 公式 ,与 玻 尔 氧 原 
子 的 理论 对 照 , 它 正 好 就 是 普 朗 克 常 数 . 因此 表征 量子 物理 学 基本 特征 的 这 个 常数 ,在 薛 定 
齐 理论 中 得 来 也 是 极 自然 的 . 正 像 取 电荷 的 单位 为 电子 电荷 e 一 样 ,而 实验 表明 。 正 好 是 电 
荷 的 最 小 单位 ， 薛 定 廖 取 点 为 作用 量 单位 ,大 量 的 实验 事实 表明 作用 量 只 能 以 起 为 单位 进 
行 变化 ,因此 友 就 成 了 作用 量 的 最 小 单位 . 如 果实 验 表 明 电荷 可 以 取 更 小 的 单位 ,例如 取 


和 ,作用 量 也 可 取 更 小 的 单位 ,例如 取 -了 , 那 就 承认 实验 事实 就 是 了 ,没有 必要 像 普 朗 克 最 初 
引入 二 这 个 量 时 大 肆 泻 染 这 是 “孤注一掷 "的 行动 ， 
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第 三 ,从 薛 定 刘 的 上 述 工作 可 以 看 到 , 波 函 数 yy 是 从 经 典 作 用 函数 W 转化 而 来 的 ,代表 
了 具有 波 粒 二 象 性 的 客体 本 身 的 性 质 . 因此 在 薛 定 齐 的 心 且 中 , 几 就 像 电 磁 波 .流体 的 速度 
场 .温度 场 .密度 场 一 样 是 物理 实在 ,所 以 他 把 少 称 为 物质 波 . 这 与 现在 正统 的 量子 力学 解释 
几 是 概率 波 完全 不 同 . 

以 上 根据 薛 定 刘 的 原始 论文 ,把 定 态 薛 定 请 方程 的 导出 向 读者 作 了 介绍 .《 量 子 化 是 本 
征 值 问题 ?第 二 .三 .四 篇 的 内 容 这 里 不 再 作 介绍 . 从 上 面 所 述 可 以 看 到 ,这 一 理论 完全 在 经 
典 力 学 哈密 顿 理 论 的 范畴 之 内 ,所 以 它 是 力学 理论 拓展 到 物理 学 其 他 领域 的 一 个 很 好 的 范 
例 ， 

最 后 有 一 点 要 向 读者 作 说 明 , 薛 定 户 上 述 理论 中 最 关键 之 处 有 二 :一 是 作 变 换 (3.2) ,二 
是 把 (3.3) 式 作为 (3.4) 式 中 的 F(x,y,z). 薛 定 刘 本 人 对 这 关键 的 两 步 没 有 作 任 何 解释 ,而 
在 他 的 第 二 篇 论文 中 对 此 特地 说 了 这 样 一 名 话 :“* 把 开 普 勒 问题 中 作为 力学 问题 的 哈密 顿 - 
雅 可 比方 程 和 与 之 相 联 系 ' 的 波动 方程 之 间 存 在 着 普遍 的 对 应 关系 …… 我 们 是 用 本 身 难 以 
理解 的 变换 式 (3.3) 和 同样 难以 理解 的 把 某 个 等 于 零 的 表示 式 变 为 该 表示 式 的 空间 积分 应 保 
持 稳 定 的 假设 ,来 描述 这 一 对 应 关系 的 .” 并 且 还 表示 他 “将 不 青 作 进一步 讨论 ". 若 定 宙 的 
工作 是 成 功 的 ,他 因此 获得 了 1933 年 诺 贝尔 物理 学 奖 ,这 是 历史 所 下 的 结论 . 但 他 为 什么 对 
上 述 两 个 关键 之 处 ,不 亲自 作出 解释 ,而 让 他 人 去 任意 猜想 、 理 解 , 实 在 令 人 费解 . 本 节 对 这 
两 处 作 了 详细 的 解释 ,但 这 仅 是 本 书 作者 的 理解 ,是 符合 薛 定 清 的 本 意 , 还 是 说 出 了 薛 定 谓 自 
己 当时 还 没有 完全 弄 清楚 的 意思 ? 或 是 作 了 错误 的 解释 ,属于 "画蛇添足 ”“ 狗 尾 续 狠 "的 败 
笔 ? 请 读者 自行 思考 . 

为 什么 薛 定 户 关 于 量子 力学 的 观点 没有 被 多 数 物 理学 家 所 接受 而 成 为 现行 量子 力学 的 
正统 理论 ,这 个 问题 超出 了 本 书 的 范围 ,这 里 不 作 讨 论 . 

上 面 介绍 了 莅 定 谓 建 立 氨 原子 波动 力学 方程 的 全 过 程 ,但 从 (3.5) 式 得 出 (3,6) 和 (3.7) 
式 的 运算 过 程 我 们 没有 具体 给 出 ， 人 不 适宜 在 本 课 
程 中 作 详 细 讨 论 , 现在 我 们 换 一 个 一 维 谐振 子 问 题 ,把 上 述 运 算 过 程 再 重复 一 遍 , 补 上 从 
(3.5) 到 (3.6) 和 03.) 的 这 、 步 的 具体 运算 

[ 例 】 用 醉 定 记 的 方法 导出 一 维 谐振 子 的 波动 力学 方程 . 

解 : 一 维 谐 振子 的 哈密 顿 函 数 为 

1 


= 本 好 
= 二 (+ (1) 
作 变 换 (3.2) 后 得 谐振 子 的 经 典 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
站 ( 业 ) + (至 - rE)s=0. (2) 
将 上 式 左 边 作为 (3,4) 式 中 的 被 积 函 数 F(xr), 代 人 之 得 
3 = ee 本 -0 (3) 


2 由 (~ 
让 2 ( z= 二 | (各 站 ( 绊 
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dy dvdr 
= m | (SY) dx 


1 dx dx 
和- 上 [时 (和 sy】 (dE)av ar 
-fo 
| (ee -下 )wdr = [2( 喇 = 一 下 jy8ydr， (5) 
将 (4) 和 (5) 代 和 人 (3) 得 
3 和 | -| | 三线-2( 辕 -EE)y Jagar =0. (6) 
由 此 可 得 


i dd ple” 、 
(站) By， (7) 


Ge 


dy 
jr 本 0 : (8) 


(7) 式 就 是 一 维 谐振 子 的 量子 力学 方程 ,(8) 式 可 以 看 作 是 方程 (7) 的 边界 条 件 . 
方程 (7) 可 改写 为 
Hy= Ey, 


其 中 和 = -六 + 名 x*, 它 正好 是 根据 (3.10) 式 将 经 典 哈密 顿 丁 数 (1) 中 的 动量 p 看 


作 是 微分 算 符 p. = -i 江 所 得 的 结果 ,与 毛 原 子 的 结论 完全 一 样 ， 


$9.4 刘 维 尔 定理 


刘 维 尔 (Liouville) 定 理 是 统计 物理 学 的 理论 基础 之 一 . 这 个 定理 的 证 明 要 用 经 典 力学 的 
哈密 顿 理 论 . 在 这 里 我 们 只 要 花 少量 篇 幅 即 可 给 出 这 个 定理 的 证 明 . 但 在 统计 物理 学 要 为 
刘 维 尔 定理 作出 证 明 就 要 化 不 少 篇 幅 了 . 

统计 物理 研究 由 大 量 分 子 .原子 所 组 成 的 物理 体系 . 对 于 这 种 体系 ,讨论 单个 粒子 的 性 
质 , 既 无 实际 可 能 ,也 无 实际 价值 ,真正 有 意义 的 是 体系 中 全 部 粒子 的 力学 量 的 平均 值 . 但 是 
由 于 单个 粒子 的 力学 量 无 法 求 得 ,因此 如 何 求 平均 值 成 为 统计 物理 必须 首先 要 解决 的 问题 
比较 严格 的 一 种 学 说 是 引入 统计 系 综 的 概念 . 统计 系 综 指 的 是 大 量 宏观 性 质 完 全 相同 的 力 
学 体系 的 集合 . 引入 统计 系 综 的 概念 后 ,就 可 以 对 系 综 求 平均 得 出 力学 体系 在 时 间 上 的 平均 
行为 . 在 建立 这 样 一 种 理论 体系 时 ,需要 用 到 刘 维 尔 定理 . 刘 维 尔 定理 的 内 容 可 简单 的 表述 
如 下 : 相 空 间 中 统计 系 综 的 分 布 密度 在 运动 过 程 中 不 变 . 下 面 我 们 就 来 证 明 这 个 定理 . 

设 -个 由 NN 个 相同 粒子 所 组 成 的 物理 体系 ,每 个 粒子 的 坐标 和 动量 用 g, 、p, 表示 ,a = 
1,2,3,… ,N,N 是 一 个 大 数 . 这 样 的 一 个 力学 体系 就 是 相应 的 统计 系 综 的 一 个 "样本", 也 就 
是 说 ,统计 系 综 是 由 与 这 个 力学 体系 的 组 成 完全 相同 ,但 初始 条 件 不 同 的 许多 个 “样本 "组 成 
的 . 现在 我 们 以 N 个 粒子 的 坐标 g 和 动量 p 为 坐标 轴 构 造 一 个 6N 维 空间 (每 个 粒子 有 3 个 
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坐标 分 量 和 3 个 动量 分 量 ) ,这 样 一 个 相 空 间 称 为 这 个 力学 体系 的 了 空间 . 因为 在 任意 时 刻 
i ,每 个 “样本 "的 g 和 4 的 值 都 是 确定 的 ,因此 厂 空 间 中 的 每 一 个 点 就 表示 一 个 “样本 "在 某 
一 时 刻 的 状态 . 这 样 的 点 称 为 “代表 点 ". 因此 统计 系 综 就 是 卫 空 间 中 的 一 群 代表 点 . 这 些 
代表 点 在 了 空间 中 的 分 布 一般 是 不 均匀 的 ,有 的 区 域 代 表 点 密集 ,有 的 区 域 代 表 点 稀 疏 . 因 
此 可 以 引入 代表 点 密度 的 概念 . 设 在 相 空间 体积 元 dT 内 ,代表 点 的 数目 为 dN, , 则 
_dNi 

A dr 
就 代表 点 在 dm 区 域 中 的 密度 . 经 过 时 间 + 后 ,原来 在 ，) 
dT 中 的 代表 点 运动 到 广 空间 的 其 他 区 域 去 了 ,占据 了 
dT 厂 , 的 位 置 , 如 图 9.1 所 示 , 这 两 个 体积 元 中 代表 点 的 数 Ca 
自 是 相同 的 , 即 dN, = dN;. 这 是 因为 在 运动 过 程 中 ,代表 
点 的 相 轨 迹 是 不 会 相交 的 ,如果 相 交 , 则 表明 相同 力学 体系 (Can) 
在 相同 初始 条 件 下 有 不 同 的 运动 规律 ,这 和 经 典 力学 的 基 
本 假设 相 了 矛盾 ,是 不 可 能 的 . 刘 维 尔 定理 要 证 明 相 空间 中 


统计 系 综 的 分 布 密度 在 运动 过 程 中 不 变 , 就 是 要 证 明 : 7 
dN 9 
p= 97 37 常数. (4.1) ”图 9.1 刘 维 尔 定理 示意 图 


因为 dN, = dN,， 所 以 要 证 上 式 只 要 证 明 dP, = dm。 即 可 . 

为 了 证 明 相 空间 中 体积 元 在 运动 过 程 中 保持 不 变 , 我 们 分 两 步 进 行 . 首先 证 明 一 个 粒子 
的 一 对 正则 变量 g、p 从 时 刻 + 到 1+ di 的 变化 可 以 看 成 是 一 种 正则 变换 . 然后 再 证 明 相 空 
间 体 积 元 在 正则 变换 下 保持 不 变 . 把 两 者 结合 起 来 ,就 可 证 明 (4.1) 中 的 dm = dT,. 

现在 我 们 来 证 明 :正则 变量 g、p 从 时 刻 t 到 + dt 的 变化 是 一 种 正则 变换 . 要 证 明 这 一 
点 ,我 们 只 要 能 找到 一 个 适当 的 母 函 数 ,使 变换 后 的 新 正则 变量 Q .P 为 


Q, = gq, + dd。， 
a=1,2…,N (4.2) 
P,= p, + dp,. 
即 可 . 这 是 可 以 做 到 的 . 如 果 我 们 取 第 二 类 正则 变换 母 函 数 下 , 为 
F(g,P) = >,qP.， (4.3) 
则 由 第 八 章 (5.12) 式 得 
9F, 
pa Pe Q, = g,, 
_9F, 或 P, = p,. 4.4) 
ap, 4 


这 是 一 个 全 同 正则 变换 .比较 (4.2) 和 (4.4), 两 者 只 相差 无 穷 小 量 dy 和 dp ， 因 此 我 们 可 
以 认为 要 得 (4.2) 式 ,可 以 在 (4.3) 式 的 母 函 数 中 再 加 上 一 个 无 穷 小 项 , 即 可 取 

F(g,P)= YqP, + eG(g,P,i), (4.5) 
其 中 e 为 无 穷 小 基 ,G 为 一 个 任意 函数 . 现在 我 们 作 近 似 ,由 于 p. 和 PP, 只 相差 一 个 无 穷 小 
是 dp ,因此 如 果 我 们 在 全 部 计算 中 只 保留 到 一 阶 无 穷 小 量 ,那么 (4.5) 中 函数 Ga,P,1) 中 
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的 已 可 用 户 来 代表 , 作 这 样 的 近似 ,其 产生 的 误差 为 二 阶 无 穷 小 ,可 以 不 计算 ,因此 我 们 可 


把 (4.5) 式 近似 表示 为 
F,(g,P) = > ,quP. + eG(gq,p,t). 


(4.6) 


由 (4.6) 式 所 得 出 的 正则 变换 称 为 无 穷 小 正则 变换 ,变换 前 后 相差 一 阶 无 穷 小 量 . 现在 我 们 


今 
e=dt, G(lg,p,t)= H(g,p,t), 
代入 (4.6) 得 
F,(g,P) = SqP, + H(g,p,t)dt. 
利用 这 样 一 个 母 函数 ,我 们 即 可 得 
-2 _p Wz 
dg “ 
39H 


9F, | H 加 加 
gd q+ dg, 


上 式 即 为 (4.2) 式 . 这 样 就 证 明了 相 空 间 体积 从 dm, 变化 为 df, 是 一 种 正则 变换 . 
现在 再 来 证 明 相 空 间 体 积 在 正则 变换 下 保持 不 变 , 即 证 明 


P= [aeradgssdp, “dpas = jlaQ, “…dQaydPi:…dP;v. 


di=P,— pdt=P,-dp,, 


ps Ey 


(4.7) 


(4.8) 


我 们 知道 ,在 重 积分 中 当 积 分 自 变量 从 g、p 变 到 QQ、.P 时 ,体积 元 的 变换 是 按 下 面 公式 进行 


的 
ja "dQ, dP “dP, 一 | pas “dg,dP “dP, ) 


式 中 D 是 雅 可 比 行列 式 ， 
_3(Q1,Q;,, Q,; P,P;,,P,) 


D 

9( gig ,Gs pip ,p,) 

oaQ, a9Q, oP, 9P, 
9g1 dg dg dg 
aQ, aQ, aPp! ap 

二 9 gq; 99: dg; 9 gy 。 

aaQ， 9Q, aP， aP. 
op, op, 9p, 9p, 


因此 要 证 明 (5.8) 式 归结 为 证 明 在 正则 变换 下 雅 可 比 行列 式 D=1. 
首先 我 们 来 证 明 在 ;= 1 的 情况 下 (4.10) 式 成 立 ,这 时 
9Q oP 
D-2Q,P)- 3g 99 _oQopP 3P3Q 
9(g,p) aQ 93P 9gqg9p 9gq9p. 
9p 9p| 
设 从 g,p 阅 QQ,P 的 变换 是 通过 第 二 类 正则 变换 的 母 函 数 下 ,(g,p,t) 进 行 的 ,因此 
9Q _ 9 (于 


ag 39q9V3P) 3g9P’ 


{4.9) 


(4.10) 


(4.11) 
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opP_ 1 _ 1 1 
op ap EA 二 a 下， ” 
aP 9oP\ ac 9Pog 


并 且 由 于 下; 的 独立 变量 为 go,P, 因 此 


元 =0， 
将 上 述 三 个 式 子 代 人 (4.11) 即 得 D=1. 

在 证 得 了 ;=1 时 (4.10) 式 成 立 , 再 利用 雅 可 比 行列 式 的 一 些 性 质 , 就 可 以 证 明 当 ;=3N 
时 也 成 立 ,， 由 于 运算 比较 繁琐 ,这 里 从 上 略 . 

综合 以 上 所 得 , 刘 维 尔 定理 成 立 . 


相 空 间 中 代表 点 的 密度 应 为 g,.p。 和 :+ 的 函数 , 即 p=p(q,p,1), 因 此 由 第 八 章 (6.4) 式 


得 
dr or + LH,p], 
代入 刘 维 尔 定理 (5.1), 得 
+iH,p]=0. (4.12) 


当 体 系 达到 统计 平衡 时 ,52 = 0, 此 时 


[H,p]=0., (4.13) 
(4.12) 和 和 (4.13) 是 刘 维 尔 定理 的 推论 ,在 统计 物理 中 将 利用 这 些 结论 导出 各 种 体系 的 统计 分 
布 限 数 ， 


$9.5 经典 微 扰 理 论 


若 一 个 力学 体系 的 哈密 顿 函 数 中 可 以 写成 两 部 分 的 和 : 


H= Ho+H,, {$.1) 
其 中 HH, 的 运动 是 已 知 的 , 即 方程 
. _9F, i _ 9 加 ,,, 
Oo 9 p, 9 pa 9g, 由 a=1,2, ($.2) 


的 解 是 已 知 的 ,那么 可 以 证 明 , 通 过 解 有 H, 的 一 个 正则 方程 ,然后 和 方程 (5.2) 的 解 选 代 后 就 
可 得 到 原 正则 方程 的 解 . 如 果 六 的 正则 方程 不 容易 求解 ,但 刀 , 娘 太 , , 则 可 通过 多 次 迭代 求 
得 原 正 别 方程 的 近似 解 . 这 种 方法 称 为 微 扰 理论 . 下 面 对 此 作 一 介绍 . 


正则 方程 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 是 等 价 的 . 因此 方程 (5.2) 和 方程 


的 , 既然 H, 的 方程 (5.2) 的 解 是 已 知 的 ,那么 我 们 可 以 认为 

So= So(g,7,1) (5.3) 
也 是 已 知 的 . 在 $8.7 中 我 们 曾经 指出 ,如果 用 哈密 顿 一 雅 可 比方 程 的 解 5S,( 9,w,1) 作 为 第 
二 类 正则 变换 的 母 函数 下 ,(g,P ,i), 则 变换 后 新 的 哈密 顿 函数 为 零 


+ Ho。=0 是 等 价 
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H, =0. (5.4) 
新 的 正则 变量 均 为 常数 ; 
P=7hh=/(p,q,t)= 常数 ， 
"hp @ =1,2, ,8. (5.5) 
1Q,=&=gs(p,g,t) 一 常数 ， 
由 上 式 可 解 得 
| a 一 交 ,Et)， 
9 Wi a=1,2,.…,s. (5.6) 
| bs = p(y,é,1), 


它 实际 上 就 是 我 们 所 已 知 的 方程 (5.2) 的 解 . 
现在 如 果 我 们 用 函数 (5.3) 对 原 所 的 正则 方程 作 正 则 变换 ,那么 会 得 到 什么 结果 呢 ? 
(1) 由 于 右 和 H。 中 的 pg 是 相同 的 ,因此 在 同一 母 函 数 S,(g,7,t) 的 变换 下 , 瑟 变 
换 后 新 的 正则 变量 和 瑟 , 变换 后 新 的 正则 变量 是 相同 的 , 即 仍 为 六 和 & ,它们 和 旧 的 正则 变 
量 之 间 的 关系 仍 为 (5.5) 式 或 (5.6) 式 . 
(2) 新 的 哈密 顿 妆 数 不 再 为 零 
H’ =H; + 五 = H' 0. 
写 得 更 明白 一 点 则 为 
H' = Hi (p,,g,) 
= Hi (p(y,é,1),g.(7,€,1)) 
= Hi (ny,é,1). (5.7) 
(3) 新 的 正则 方程 为 


aH” 。 oH, 
5 ， p=- a=1,2,.,s. (5.8) 


#, = je 
这 表明 ,&, 和 六 将 是 时 间 的 函数 ,和 五。 的 变换 情况 不 同 ， 
从 这 三 点 结论 可 以 看 出 新 的 正则 变量 wp, 和 &, 有 一 个 绝妙 的 性 质 . 对 H。 来 说 ,wn 和 & 
是 常数 (为 明白 起 见 ,下 面 我 们 用 wp 和 总 来 表示 ): 
九 三 凡 三 常数 , = = 常数 ,a=1,2,…,s. (5.9) 
对 互 来 说 ,wy, 和 所 则 是 时 间 : 的 函数 ,在 1=0 时 等 于 台 和 总. 因此 方程 (5.8) 的 解 可 表示 
为 
n= ,1), 
& = (7 ,Ee ,1), 
到 此 为 止 , 原 来 电 的 正则 方程 的 解 我 们 已 经 找到 了 . 因为 上 面 已 经 指出 ,不论 对 原来 各 
的 正则 方程 还 是 H, 的 正则 方程 ,用 母 函 数 S,(g,w,7) 作 变换 后 ,新 旧 正 则 变量 之 间 的 变换 
均 为 (5.6). 现在 (5.10) 式 既然 是 对 日 的 正则 方程 作 变 换 后 wn, 和 & 的 表示 式 , 那 么 将 它们 
壕 代 到 (5.6) 式 中 即 可 得 源 来 五 的 正则 方程 的 解 
qs = gn ,E71), Em ,Et),) 
= gq,(y ,Et ,1), 
ps = pn ,Et), En ,Ee ,tt),1) 
= p(y ,Ee ,1), 


a=1,2,.…,s. (5.10) 


(5.11) 


只 
| 
rr 
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我 们 可 以 对 上 述 求 解 方法 作 一 些 几 何 解释 ,如 
图 9.2 所 示 , 设 :=0 时 ,在 相 空 间 中 体系 的 状态 为 
.全 ,所 对 应 的 点 为 M, . 在 哈密 顿 孙 数 恕 的 作用 

,到 时 刻 上 时 , 相 点 运动 到 了 总 点 .从 AM 到 G 可 
通过 两 种 途径 到 达 . 一 种 是 沿 曲线 MuG 运动 , 它 所 
对 应 的 是 直接 解 下 的 正则 方程 . 也 可 把 曲线 AM G 
看 成 是 由 Me AM 和 AMuG 两 条 曲线 亚 加 而 成 的 ,其 
中 曲线 Mu Mu, 是 由 方程 (5.10) 所 得 的 六 和 & 的 值 
在 上 =0 平 面 上 的 轨道 ,这 由 已 所 决定 ;曲线 Mu,G 
与 曲线 Mu Q 是 相同 的 ,是 由 Hs 的 正则 方程 的 解 所 
决定 的 ,这 是 已 知 的 . 后 一 种 途径 的 实质 是 把 由 于 能 量 村 , 的 扰动 ,使 真实 路 径 M, G 偏离 未 
受 扰动 时 的 万 的 路 径 MQ 真实 肝 信介 Hs 一 样 ,但 初始 条 件 受到 了 扰动 (从 Mu 点 
沿 曲线 Mo Mu, 运动) ,两 者 是 一 样 的 , 即 认 为 能 量 的 扰动 和 初始 条 件 的 扰动 是 等 价 的 . 因此 
我 们 实际 解 题 时 并 不 需要 按照 上 面 的 步骤 从 解 H, 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 着 手 , 找 出 p 和 
5 ,把 最 后 的 解 表示 为 (5.11) 的 形式 ,从 而 可 以 从 正则 方程 (5.2) 的 任意 一 个 解 

[b= pp ,gq ,1), 


图 9.2 


(p" 0 t) a=1,2,.,s (5.12) 
ds ~ Qa "4d; ? 
出 发 , 解 方程 
aH dH 
be de pr a=1,2,.,s, (5.13) 
得 到 
qe (t)= fp ,gq ,1), 
(1) (pr? ,or ,7 a=1,2,. ,8. (5.14) 
ps t Ba p ‘dy st 了 


将 (5.14) 和 迭代 到 (5.12) 中 去 ,得 
pa = ps (p(t),g (tt)， 
a =1,2,.…,s. (5.15) 
ga = qs (p(t),g" (Cr)， 
这 就 是 原 玉 的 正则 方程 的 解 . 因此 当 HH, 的 解 (5.12) 已 知 时 ,真正 要 解 的 方程 是 (5.13). 

如 果 方 程 (5.13) 也 不 能 直接 求解 , 那 怎 么 办 呢 ? 在 态 , < HH 的 条 件 下 ,可 通过 多 次 迁 代 
来 求 得 原 妃 的 正则 方程 的 近似 解 . 先 把 (5.12) 作 为 零 级 近似 解 , 代 人 方程 (5.13) 中 . 在 解 方 
本 人 13) 时 ,把 方程 右边 的 gi 、ps 看 作 常 数 ,积分 后 代 回 到 (5.12) 式 中 就 得 到 一 级 近似 解 ， 

后 再 重复 一 次 就 可 得 到 二 级 近似 解 . 依次 选 代 下 去 ,6 ee oe 四 级 …… 近似 解 . 如 
果 万 过 喇 , ,那么 选 代 两 三 次 后 ,就 可 得 到 精确 度 很 高 的 解 了 . 经 典 力学 中 微 扰 理论 
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本 章 用 牛顿 力学 方法 讨论 流体 的 运动 问题 . 首先 讨论 流体 运动 的 欧 拉 描述 方法 ,并 在 此 
基础 上 建立 理想 流体 的 动力 学 方程 一 一 欧 拉 方程 和 连续 性 方程 ,接着 讨论 欧 拉 方程 的 求解 
问题 . 但 只 讨论 两 种 最 简单 .最 常用 的 情况 : 伯 努 利 积 分 和 无 旋 运 动 . 最 后 给 出 粘 滞 流体 的 
动力 学 方程 一 一 斯 托 克 斯 一 纳 维 叶 方 程 ,此 处 推导 从 略 , 仅 给 出 了 球 坐 标 和 柱 坐 标 中 方程 的 
县 体形 式 ,以 供 实用 . 


$ 10.1 流体 运动 的 描述 


研究 流体 的 运动 ,中 心 问题 是 建立 流体 的 动力 学 方程 ,建立 方程 时 既 可 以 用 牛顿 动力 学 
的 方法 ,也 可 以 用 拉 格 朗 日 方程 的 方法 , 限于 篇 幅 , 本 书 只 能 讲 一 些 流体 力学 最 基本 的 内 容 ， 
在 这 种 情况 下 采用 牛顿 力学 的 方法 比较 方便 . 所 以 本 章 全 部 以 牛顿 力学 的 形式 来 讨论 问题 . 


牛顿 第 二 定律 = m 时 是 对 一 个 质点 来 说 的 . 要 把 这 个 方程 用 到 流体 中 来 ,首先 要 建 


立 流 体质 点 的 概念 .从 微观 的 角度 来 看 ,无 论 是 液体 还 是 气体 ,都 是 由 大 量 不 断 运动 着 的 分 
子 .原子 所 组 成 的 . 由 于 分 子 .原子 之 间 总 是 存在 间隙 ,因此 表征 流体 性 质 的 各 种 物理 量 , 在 
空间 的 分 布 是 不 连续 的 . 并 且 由 于 分 子 的 随机 运动 ,空间 上 一 点 的 物理 量 对 于 时 间 也 是 不 连 
续 的 . 但 是 在 流体 力学 中 ,我 们 感 兴趣 的 只 是 流体 的 宏观 特性 , 它 是 大 量 分 子 的 统计 平均 值 . 
因此 我 们 不 必 以 流体 的 分 子 - 原子 作为 研究 对 象 , 可 以 采用 流体 的 连续 介质 模型 , 即 认 为 流 
体 是 由 许多 连续 分 布 的 物质 点 或 流体 微 团 所 组 成 ,每 个 这 样 的 “质点 ,是 互相 紧 挨 在 一 起 的 ， 
它们 之 间 没 有 任何 空 际 . 这 种 流体 微 团 在 宏观 上 是 如 此 之 小 ,小 到 其 内 部 各 部 分 的 物理 量 都 
可 看 成 是 均匀 的 ,以 致 可 用 一 个 "几何 点 "来 代表 , 另 一 方面 视 作 为 质点 的 流体 微 团 从 微观 上 
看 又 必须 充分 大 ,大 到 其 中 仍 包含 于 百 万 个 分 子 、 原 子 ,以便 统计 规律 可 以 完全 适用 . 对 于 一 
般 情况 下 的 流体 ,这 两 个 要 求 总 是 可 以 同时 满足 的 . 例如 在 常 压 下 的 气体 , 取 体 积 为 
10 “cm 的 流体 “质点 ”, 宏 观 上 可 以 认为 小 到 不 必 再 考虑 其 内 部 的 不 均匀 性 了 ;但 这 样 的 流 
体 团 仍 含有 10" 个 以 上 的 分 子 ,在 微观 上 它 足 够 大 了 ,统计 规律 性 已 能 很 好 满足 . 根据 这 样 
规定 的 流体 质点 ,表示 流体 性 质 的 空间 每 一 点 的 物理 量 的 数学 表示 式 一 一 以 质量 为 例 一 一 应 
理解 为 
po = lim 二 一 ， (1.1) 
式 中 Ar, 为 取 作 流体 质点 的 流体 团 的 体积 ,Ar 为 所 考察 的 空间 一 点 附近 的 体积 元 ,Am 是 
Ar 内 的 流体 质量 ,p 是 空间 该 点 的 密度 . 
研究 流体 的 运动 ,通常 有 两 种 不 同 的 方法 . 一 种 叫 拉 格 朗 日 法 , 它 把 上 面 所 说 的 那 种 流 
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体质 点 看 作 研 究 对 象 ,给 出 每 个 质点 在 时 刻 上 时 的 位 置 z、 yz, 及 其 速度 和 加 速度 ,整个 流体 
看 成 是 无 数 个 质点 所 组 成 的 质点 系 . 它 和 通常 的 力学 方法 没有 差别 ,实际 应 用 时 是 很 麻 上 
的 . 另 一 种 方法 叫 欧 拉 法 , 它 用 一 个 矢量 函数 
v= v(r,y,z,t) (1.2) 
来 描述 整个 流体 的 速度 分 布 ,v 是 空间 坐标 xz、y、x 和 时 间 上 的 函数 . 它 的 物理 意义 是 :如 果 
把 x 、y、z 看 成 常数 ,t 当 作 变数 , 则 得 到 不 同时 刻 经 过 空间 某 指 定点 的 流体 质点 的 速度 ; 反 
之 ,如 果 把 1 看 成 常数 ,而 x 、y、z 当 作 可 变 的 , 则 得 到 在 指定 时 刻 空 间 各 点 的 流体 质点 的 速 
度 分 布 . 因此 欧 拉 法 不 是 研究 某 些 个 别 流体 质点 的 运动 过 程 ,而 是 研究 在 指定 时 刻 空间 各 点 
的 流体 的 速度 分 布 及 其 随时 间 的 变化 规律 ,所 以 我 们 把 (1.2) 中 的 v 称 为 流体 的 速度 场 . 类 
似 地 ,在 欧 拉 法 中 ,反映 流体 性 质 的 其 他 物理 量 ,例如 密度 op、 压力 bp、 温度 全 等 也 都 是 x 、y、xz 
和 + 的 聘 数 ， 
由 (1.2) 式 ,可 以 给 出 流体 质点 加 速度 a 的 表示 式 . 流体 质点 的 加 速度 ,是 指 在 给 定时 刻 
经 过 空间 茶点 (x ,y,x) 上 的 流体 质点 的 加 速度 ,经 过 时 间 ds 以 后 ,原来 在 x、y、z 处 的 流体 
质点 已 不 再 在 原来 的 位 置 上 了 . 因此 流体 质点 本 身 的 坐标 zx、y、z 也 是 时 间 的 函数 ,它们 对 
时 间 的 微 商 正 是 该 质点 在 时 刻 + 的 速度 . 即 ,如 令 
U(X yt) = VT yt vr ys zt) +t vr yz tk, (1.3) 


则 


qz 三 二， (1.4) 


S 
lt 


于 是 我 们 可 得 流体 质点 的 加 速度 的 表示 式 为 
_dv om gw AOv Ov 


Td a Ir dy! gr 


(ov.v)v. (1.5) 
我 们 通常 把 9 叫做 速度 矢量 的 随 体 微 商 , 它 反映 了 和 随 着 流体 质点 运动 的 速度 的 变化 ， 


村 称 为 速度 的 局 部 微 商 , 它 反映 了 空间 固定 点 的 速度 变化 ,(w “Y ) wv 称 为 对 流 微 商 , 它 给 出 


流体 质点 的 速度 随 空间 的 变化 , 这 种 微 商 法 不 仅 适用 于 速度 矢量 v ,而 且 对 任何 矢量 和 标 
量 , 只 要 它 是 zx. yz 的 函数 ,都 适用 . 例如 对 密度 bp 也 有 


Sp +I, + 2p 
x : 


dt 3 ay * Oz 


= $+ (vv)p. (1.6) 
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上 节 我 们 已 经 给 出 了 流体 质点 的 质量 和 加 速度 的 表示 式 , 只 要 再 给 出 作用 在 流体 质点 上 
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的 力 的 表示 式 ,就 可 以 建立 流体 的 动力 学 方程 了 . 

作用 在 流体 上 的 力 , 可 分 为 体力 和 面 力 两 类 ,单位 面积 上 所 受到 的 面 力 称 为 应 力 , 和 流体 
表面 垂直 的 应 力 称 为 正 应 力 , 和 流体 表面 平行 的 应 力 称 为 切 应 力 . 对 于 实际 流体 来 说 ,两 层 
流体 之 间 相 互 滑动 时 ,受到 阻力 作用 ,这 种 盟 力 就 是 切 应 力 , 也 就 是 通常 所 称 的 粘 滞 力 ， 对 于 
像 水 和 空气 这 种 常见 的 普遍 流体 ,粘度 很 小 ,在 许多 实际 问题 中 常常 可 以 忽略 . 粘 滞 力 可 以 
忽略 的 流体 , 称 为 理想 流体 . 本 节 只 讨论 理想 流体 的 动力 学 方程 . 

因为 理想 流体 没有 切 应 力 ,因此 面 力 一 定 和 表面 
垂直 . 并 且 考 虑 到 流体 质点 相互 朴 远 时 不 受到 流体 本 Dp; 
身 的 任何 抗拒 ,因此 理想 流体 中 的 应 力 一 定 是 压力 . p 
并 且 可 以 证 明 , 理 想 流 体 中 任意 一 点 上 的 压力 与 所 取 
的 表面 的 法 线 方向 无 关 . 证 明 如 下 :; 取 一 个 如 图 10.1 
所 示 的 小 棱柱 形 流 体 元 , 它 的 两 个 侧面 都 是 三 角形 . 
令 p1、pP; 和 pp; 分 别 为 作用 在 棱柱 体 表面 a.5、c 上 的 p, 
压力 ,并 假定 这 三 个 面 的 面积 分 别 为 cl ,ac 各 o;. 因 
为 作用 在 流体 元 上 的 体力 和 其 体积 成 正比 , 面 力 和 面 
积 成 正比 ,因此 如 果 把 棱柱 体 取得 很 小 ,在 极限 情况 下 ,体力 是 三 阶 小 量 , 面 力 是 二 阶 小 量 , 体 
力 与 面 力 相 比 可 以 忽略 . 如 果 这 块 流体 处 于 平衡 状态 , 则 两 个 三 角形 侧面 上 的 力 互相 抵消 ， 
由 力 的 平衡 方程 得 


图 10.1 


Pial — poicosg03 = 0,， 
Pig: -pascos0 = 0， 
式 中 cl ,ax ,as 分 别 是 三 个 矩形 的 面积 ,6,; 为 a 面 与 c 面 的 夹 角 . 从 图 中 可 知 
Gil = gicC0Os O013, 
0 = Gacos Oa. 
因此 
p1™ ps3=0, 
pi—- ps=0. 
所 以 
pp! = p= p= p. (2.1) 
这 就 证 明了 理想 流体 中 任 一 点 的 压力 ,在 各 个 方向 上 都 相同 . 
现在 我 们 可 以 建立 理想 流体 的 动力 学 方程 了 . 让 我 们 在 流体 内 划 出 一 个 以 封闭 曲面 o 
为 边界 的 任意 一 块 流体 r, 令 为 作用 在 单位 流体 质量 上 的 体力 ,p 为 作用 在 表面 4 上 的 压 
力 ,p 为 单位 体积 内 的 质量 ,wv 为 + 内 各 个 流体 质点 的 速度 . Fp、p、v 都 是 空间 和 时 间 的 函 
数 ,其 中 FF 是 已 知 的 , p、p、v 都 是 待 求 的 . 把 + 中 连续 分 布 的 全 部 流体 质点 看 成 一 个 质点 
系 , 应 用 质点 系 的 动量 定律 可 得 


| 于 dr = | oFdr- 中 oae . (2.2) 


上 式 右边 面 力 一 项 ,因为 压力 是 垂直 体积 + 的 表面 向 内 的 ,而 de 的 方向 则 是 向 外 的 ,因此 前 
面 有 一 负 号 , 利用 奥 高 定理 可 以 证 明 


§ 10.2 理想 流体 的 动力 学 方程 293 


和 pas - | va)dr 
将 它 代入 (2.2) 式 可 得 
| (oF-p 时 -Vp)dr -0. 
由 于 r 是 任意 的 ,要 使 上 式 成 立 ,必须 
pF -pvp=0. 


再 将 (1.5) 式 代 人 上 式 , 最 后 得 


0 Vv 
ot e 
写成 分 量 的 形式 则 为 
OU, dv, 9 ou, VU 1 op 
Dr Vartay tu ar ft ar 
QT ov. dv Ov 1 ap 
5 UL D2 + v, ay 十 好 D2 = F, 一 po By ， (2.4) 
dv OU, QU, Ov 、 1 9p 
+ + + = 下 -一 一 
ot Vr ox Vy 9y < dz 六 pp Ux 


(2.3) 或 (2.4) 称 为 欧 拉动 力学 方程 ,是 理想 流体 动力 学 的 基本 方程 
欧 拉 方 程 中 有 wv, 、v,、v.、p 和 户 共 五 个 未 知 函 数 ,但 方程 式 只 有 三 个 ,因此 方程 式 不 封 
闭 ,至 少 还 要 再 好 找 两 个 独立 的 方程 , 其 中 一 个 是 根据 质量 守信 定律 导出 的 连续 性 方程 . 下 


面 来 导出 这 个 方程 . 

流体 在 运动 过 程 中 ,不 仅 其 形状 会 发 生变 化 ,而 且 一 般 情况 下 密度 也 会 发 生变 化 ,但 质量 
不 会 发 生变 化 . 考察 流体 中 任意 一 个 体积 +, 在 + 的 表面 取 一 面积 元 dc ,单位 时 间 内 经 过 do 
从 中 流出 去 的 质量 等 于 以 do 为 底 , 以 流体 的 速度 w 在 do 法 线 上 的 分 量 为 高 的 柱 体 体积 
wnda 中 所 包含 的 质量 ,经 过 整个 表面 ", 从 体积 r* 中 流出 的 流体 质量 为 


| wendo 三 jo "doe. 
式 中 p 是 流体 的 密度 ,vw, 可 正 可 负 , 正 的 v, 表示 流出 , 负 的 v, 表示 流入 . 因此 上 式 实 际 上 


表示 单位 时 间 内 从 r 中 流出 的 净 质 量 . 因为 + 是 固定 不 变 的 , 当 流 出 的 质量 多 于 流入 的 质量 
时 ,r 中 的 质量 就 要 减少 , 单位 时 间 内 r 中 质量 的 减少 等 于 


-| zedr . 
因此 根据 质量 守恒 定律 ,我 们 可 得 
| m ‘de =-| 58dr 
再 利用 奥 高 定理 得 
上 器 +Y， (ov) |dr=0. 
由 于 r 是 任意 的 ,因此 


9 
天 +Y' (oo)=0， (2.5) 
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由 于 


因此 (2.5) 式 又 可 写 为 
dp py.v=0. (2.6) 


(2.5) 或 (2.6) 都 是 反映 流体 质量 守恒 的 方程 式 ,这 就 是 流体 的 连续 性 方程 . 

欧 拉 方程 加 上 连续 性 方程 ,共有 4 个 独立 的 方程 , 还 缺少 一 个 方程 ,可 通过 流体 的 物 态 
方程 来 得 到 . 物 态 方程 通常 含有 温度 了 , 它 也 是 空间 和 时 间 的 未 知 函 数 . 因此 一 般 情况 下 ， 
单 由 物 态 方 程 ,虽然 增加 了 一 个 新 的 独立 方程 ,但 同时 也 增加 了 一 个 新 的 未 知 函数 , 仍 需要 继 
续 寻 找 新 的 独立 方程 . 这 种 情况 比较 复杂 ,限于 篇 幅 , 我 们 不 予 讨论 . 这 里 我 们 只 讨论 两 种 
最 简单 的 情况 . 一 是 密度 为 常数 的 不 可 压缩 流体 : 

P= 常数 . (2.7) 
一 般 情况 下 的 流体 都 可 看 成 是 不 可 压缩 的 流体 . 对 于 气体 ,在 许多 情况 下 也 可 看 成 是 不 可 压 
缩 的 流体 . 辟 如 说 以 100 m/s 以 下 稳定 流动 的 气体 密度 的 变化 不 超过 2% ,也 可 看 成 为 不 可 
压缩 流体 . 对 于 不 可 压缩 流体 ,由 (2.6) 式 ,连续 性 方程 可 简化 为 


9v, dv, av。 
V'v- rt- 0. (2.8) 


另 一 种 情况 是 流体 的 密度 只 是 庄 力 的 函数 , 即 所 请 的 正 压 流体 ， 


p= po(p). (2.9) 
(密度 和 温度 有 关 的 流体 称 为 斜 压 流体 ) 例 如 满足 玻 意 耳 定 律 的 气体 ,其 状态 方程 为 
全 = 常数 ， 
2 
或 一 般 的 绝热 方程 
了 = 常数 ， 
a 
它们 都 是 正 压 流体 ， 


不 可 压缩 流体 或 正 压 流体 的 状态 方程 ,不 增加 新 的 未 知 函 数 , 它 和 欧 拉 方程 及 连续 性 方 
程 一 起 ,就 是 完整 的 理想 流体 的 动力 学 方程 组 . 这 是 一 组 偏 微分 方程 . 为 求解 这 组 方程 , 除 
了 需要 给 出 通常 的 初始 条 件 外 ,还 需要 给 出 边界 条 件 . 边界 条 件 有 两 种 ,一 种 是 速度 必须 满 
足 的 运动 边界 条 件 , 另 一 种 是 压力 必须 满足 的 动力 边界 条 件 . 

运动 边界 条 件 :如 果 流 体 中 有 一 个 固定 的 边界 ,或 者 把 一 个 固定 的 物体 放 在 运动 的 流体 
中 ,那么 在 固定 的 边界 上 ,或 固定 物体 的 界面 上 ,理想 流体 只 能 沿 着 它们 的 切线 方向 流动 ,不 
能 穿 入 到 固定 的 界面 里 面 去 . 因此 在 固定 的 界面 上 , 沿 着 界面 法 线 方向 的 速度 必须 为 零 , 即 
在 界面 上 

ve, ,= v= 0. (2.10) 
式 中 e, 为 界面 的 法 线 方向 ，(2.10) 式 就 是 流体 的 运动 边界 条 件 . 

动力 边界 条 件 :流体 在 流动 过 程 中 ,往往 有 一 部 分 界面 是 自由 界面 . 在 自由 界面 上 ,流体 

的 压力 必须 和 外 面 的 压力 相同 , 即 在 自由 界面 上 
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PUTryyyzyt) = po. (2.11) 

例如 , 若 流 体 的 自由 面 和 大 气 接触 , 则 p。 即 为 大 气压 力 ; 阁 流 体 与 真空 交界 , 则 p, = 0. 这 就 

是 流体 的 动力 边界 条 件 . . 
以 上 所 讨论 的 理想 流体 的 动力 学 方程 也 适用 于 静 力 学 问题 . 流体 处 于 静止 状态 时 , 欧 拉 

方程 可 简化 为 


F=—Yp. 


1 
p 
用 dr 乘 上 式 两 端 得 


Fdr+Fdyt+tF.dz-= 2 . (2.12) 


这 就 是 流体 静 力 学 的 基本 方程 ,再 加 .上 物 态 方程 和 动力 边界 条 件 , 就 成 为 流体 静 力 学 的 完整 
方程 组 . 而 连续 性 方程 和 运动 边界 条 件 在 静 力 学 问题 中 已 失去 意义 ,不 再 需要 . 
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欧 拉 方程 是 非 线性 方程 ,一般 情况 下 很 难 求解 . 在 本 课程 中 我 们 只 讨论 两 种 最 简单 情况 
下 的 求解 问题 一 一 欧 拉 方程 沿 流 线 的 伯 努 利 积 分 和 无 旋 运 动 的 拉 格 朗 日 积分 . 本 节 先 讨论 
伯 努 利 积分 . 

首先 要 介绍 一 下 流 线 的 概念 . 根据 流体 运动 的 欧 
拉 描 述 法 ,在 时 刻 :1, 由 (1.2) 式 可 得 出 流体 在 空间 各 点 
的 速度 wv . 如 果 我 们 在 流体 中 画 一 组 曲线 ,使 这 组 曲 
线 在 每 一 点 的 切线 方向 就 是 此 时 刻 流 体 在 该 点 的 速度 
v 的 方向 ,如 图 10.2 所 示 , 这 样 的 一 组 曲线 就 叫做 流 
体 在 1 时刻 的 流 线 . 由 于 任 一 时 刻 流体 在 空间 任 一 点 
的 速度 是 唯一 的 ,因此 所 有 的 流 线 互 不 相交 . 图 10.2 

我 们 给 出 流 线 所 满足 的 微分 方程 . 由 于 流 线 的 切线 方向 和 速度 v 的 方向 一 致 ,因此 如 果 
我 们 限定 


dr = dzi+ dy + dzk 
为 流 线 的 线 元 , 则 dr 和 w 的 方向 相同 ,因此 
drXv=(vdy— vdz)it(v dz -vdr)j+(v dr- vdy)k=0. 
由 此 可 得 


dr _dy_de (3.1) 


Uv Uy J, 
由 于 我 们 已 规定 上 式 中 的 dr .dy .dz 是 沿 流 线 的 微分 ,因此 (3,1) 式 就 是 流 线 所 满足 的 微分 
方程 . 当 w ov au。 已 知 时 , 解 这 组 方程 即 可 得 到 流 线 方程 . 解 方程 时 ,时 间 1 只 是 参数 ,不 
是 自 变 量 . 
如 果 我 们 在 流体 中 取 -- 条 不 是 流 线 的 闭合 曲线 ,过 此 曲线 上 的 每 一 点 作 流 线 , 这 些 流 线 
将 形成 一 根 管 子 , 称 为 流 管 ,如 图 10.3 所 示 . 应 用 流 管 的 概念 ,可 将 连续 性 方程 表示 为 
ez 三 常数， 
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式 中 c 是 流 管 的 截面 积 . 
流体 在 运动 过 程 中 ,每 一 个 流体 质点 者 有 自己 的 运动 轨 
迹 . 需要 指出 ,上 面 所 说 的 流 线 和 轨迹 是 两 种 不 同性 质 的 曲 
线 , 不 要 把 它们 混淆 起 来 . 轨迹 是 同一 个 质点 在 不 同时 刻 的 
空间 位 置 所 连 成 的 曲线 , 而 流 线 则 是 同一 时 刻 不 同 流体 质点 
所 组 成 的 曲线 ,一 般 情 况 下 两 者 不 会 重合 . 但 如 果 流 体 作 稳 图 10.3 


定 运动 , 即 速度 只 是 空间 位 置 的 函数 (和 时 间 无 关 ),52 = 0, 则 流 线 和 轨迹 是 一 致 的 
【 例 】 设 流体 运动 的 速度 函数 为 
v=T+tit,v, = “y+t,v,.=0. 
求 :=0 时 过 A 点 (-1, -1,0) 的 流 线 及 轨迹 . 
解 ; 由 (3.1) 式 , 流 线 的 微分 方程 为 
dz dy 


T+t —ytr. 
因为 上 是 参数 ,因此 上 式 可 直接 积分 ,得 
(z+)(~ yt+t)=e, 
式 中 < 为 积分 常数 . 以 上 =0,z= -ly= -1 代 人 ,得 c= -1. 于 是 得 :=0 时 过 A 点 的 流 
线 方程 为 


TYy 二 1 ， 
这 是 一 条 双 曲 线 . 
再 求 轨迹 方程 . 按 定义 ,流体 质点 所 满足 的 微分 方程 为 


dx dy 
二 一 二 十 一 一 一 一 一 十 
Uy dz Tt, vv, dr YTE. 


在 运动 方程 中 ,: 是 自 变量 ,zx 和 y 是 待 求 的 未 知 函 数 , 所 以 上 述 方程 是 两 个 非 齐 次 的 一 阶 常 
系数 线性 方程 ,它们 的 解 为 
see 一 tr- 一 1 y=ce +t 一 |. 
以 1=0,r= -1,y= -1 代入 得 c=c,=0, 于 是 得 :=0 时 过 A 点 的 流体 质点 的 运动 规律 
为 
T= -tt-1, y=t-1. 
由 此 两 式 消去 t 即 得 该 质点 的 轨迹 方程 
XT+ y= -2. 
这 是 一 条 直线 ,和 上 述 流 线 方程 完全 不 同 . 
但 如 果 是 稳定 运动 ,速度 函数 为 


Ui = v= y, v=0. 
则 流 线 方程 仍 为 xry = 1, 运 动 方程 则 变 为 
dr dy 
Er 
从 这 两 式 中 消去 di 得 
dz dy 
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这 就 是 运动 轨迹 所 满足 的 微分 方程 ,积分 得 


Ty=¢. 
由 :=0 时 通过 A 点 的 条 件 ,可 决定 c=1. 于 是 得 轨迹 方程 为 
Ty=1. 


它 和 流 线 方程 一 致 、 所 以 在 稳定 流动 时 ,轨迹 和 流 线 是 一 致 的 . 
引 人 流 线 的 概念 后 ,现在 我 们 来 讨论 欧 拉 方程 沿 流 线 进行 积分 的 问题 . 假定 流体 是 正 压 
的 ,流动 是 稳定 的 ,并 且 体 力 有 势 , 即 满足 条 件 


9 
p= po(p), 元 二 0， 下 =-VU 


在 这 些 条 件 下 ,我 们 把 欧 拉 方 程 (2.4) 中 的 三 个 方程 分 别 乘 以 dz .dy .dx ,得 


dv, dv gv, dU 1 gp 

< » 十 » 十 ~ 二 一 一 十 一 二 七 一 
Bi vrdy gy dy Fi vdy gv dy ob ayd> 0 ， 
9 v, 9 vy, dv aU 1 


9p 
一 一 二 + 一 -dz+ 一 -dz= 
5 Dy™: Fz vdxz gdz 0 5 了 dz 0 . 


将 这 三 个 方程 式 加 起 来 ,并 限定 其 空间 坐标 满足 流 线 方程 (3.1) ,那么 前 三 项 之 和 变 为 


9 9v, Av, av， dv， av 
“(tt dz dj By dy + Oz ds | 
9 a 9 ， 
十 也 (Fd 有 dy de )= vdv, + wdv, + vdv,=d( 桂 ) , 
第 四 项 之 和 为 
oaU aU aU 
有 dd 
最 后 一 项 之 和 为 
1 /opr rpPqyr bq = 和 
p (5 “5 dy+ edz )= p 
于 是 得 
dp _ 
df j+dU+ 0 
积分 得 
于 dp _. 
本 也 +rU+t| A = (3.2) 


式 中 的 积分 是 沿 流 线 进行 的 ,因为 导出 此 式 时 已 经 用 了 流 线 方程 (3.1). (3.2) 式 称 为 伯 努 利 
(D，Bernoulli) 积 分 . 必须 注意 , 式 中 的 积分 常数 c, 是 对 某 一 条 确定 的 流 线 : 而 言 的 . 对 不 同 
的 流 线 ,一 般 情况 下 ,c, 有 不 同 的 值 . 

如 果 流 体 是 不 可 压缩 的 ,体力 仅 为 重力 ,这 时 (3.2) 式 可 简化 为 


rf 


+ 全 =e . . 
pg (3.3) 


La 
2g 


上 式 中 的 每 一 项 都 是 长 度 的 量 网 ,通常 称 节 为 速度 高 度 ,= 为 几何 高 度 , 志 为 压力 高 度 ,<“ 称 
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rf 


+ 全 =e . . 
pg (3.3) 


La 
2g 


上 式 中 的 每 一 项 都 是 长 度 的 量 网 ,通常 称 节 为 速度 高 度 ,= 为 几何 高 度 , 志 为 压力 高 度 ,<“ 称 
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为 总 高 度 , 其 物理 意义 为 :同一 条 流 线 上 ,速度 高 六、 几何 高 度 和 压力 高 度 三 个 高 度 之 和 对 所 
有 流体 质点 来 讲 , 具 有 相同 的 数值 . 如 图 10.4 所 示 , 若 在 速度 场 中 取 一 流 线 , 它 离 参考 水 平 


面 的 高 度 为 ;从 此 流 线 开 始 , 竖 直 向 上 取 长 本 
为 和 的 线段 ,连接 各 线 纂 的 上 端点 得 一 曙 线 ， 因 

剧组 和 为 区 力 纺 内力 红 始 再 和 上 多 压力 线 
取 长 为 蕊 -的 线段 ,再 将 其 上 端点 连接 起 米 , 根 

据 (3.3) 式 ,此 线 必 为 一 条 与 参考 水 平面 平行 : 流 线 


的 直线 , 它 称 为 总 高 度 线 ( 即 等 能 线 ). 
在 我 们 的 推导 中 ,(3.2) 式 是 由 欧 拉 方 程 
沿 流 线 进行 积分 得 出 的 ,(3.3) 式 是 (3.2) 式 的 图 10.4 
一 种 特殊 情况 . 但 在 历史 上 (3.3) 式 早 于 (3.2) 式 . 欧 拉 方 程 建立 于 1755 年 ,而 (3.3) 式 在 
1738 年 已 由 伯 努 利 建 立 ,因此 称 为 伯 努 利 方程 . (3.3) 式 可 以 利用 流体 在 管道 中 流动 时 能 量 


守恒 建立 ,其 中 驰 为 单位 质量 的 动能 ,gz 为 势能 ,了 为 压力 能 . 普通 物理 教材 中 通常 也 是 这 


样 导 出 伯 努 利 方程 的 . 
伯 努 利 方程 有 广泛 的 应 用 . 下 面 以 理想 气体 作 绝热 压缩 为 例 ,说 明 伯 努 利 积分 及 其 应 


用 . 为 此 先 用 绝热 方程 万 = 作出 (3.2) 中 的 积分 : 


参考 水 平面 


| 5 dp - -| (全 ) du (3.4) 
在 大 多 数 气 体 动力 学 同 题 中 ,所 条 的 重力 可 路 去 不 计 , 这 时 (3.2) 式 变 为 
i 
为 决定 上 式 中 的 常数 c, , 取 w=0 时 的 压力 和 密度 值 为 
PpP™ bo, p= po, 
最 后 得 
| .5) 
从 (3.5) 式 可 知 , 当 p=0 时 ,气体 流动 的 速 度 达到 极 大 值 ; 
2 27 po 
i 7 


因此 (3.5) 式 又 可 表示 为 


2 0 _ 2 
io ( 疡 ) | 
(3.5) 式 建立 了 流速 和 压力 的 关系 ,可 用 来 导出 超声 速 和 亚 声 速 流动 的 一 些 基本 结 
大 家 知道 ,声音 是 在 空气 中 绝热 传播 的 压缩 波 . 根据 波动 方程 的 解 ， 知识 束 的 信 


( 这 ) 将 气体 的 绝热 方程 代 人 得 
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利用 上 式 ,(3.5) 式 可 改写 为 
Uv ph ass 
2 7y-1l1 ”2 (3.6) 


从 上 式 可 以 看 到 ,气体 流动 时 , 沿 着 流 线 速度 增加 时 ,声速 就 碱 小 ;速度 减 小 时 ,声速 就 增加 。 
流速 和 声速 的 比 称 为 马赫 (March) 数 Ma: 
Me = 二 . (3.7) 


u 


Ma >1 的 流动 称 为 超声 速 流动 , Ma <1 的 流动 称 为 亚 声速 流动 . 因为 流体 沿 流 线 的 速度 变 


化 可 从 零 变 到 vw, ,相应 的 声速 可 从 uo -了 变 到 零 ,因此 马赫 数 可 从 零 变 到 无 穷 大 . 
利用 马赫 数 ,我 们 可 把 方程 (3.6) 表 示 为 


Pp Le (3.8) 
po (1+ > 一 | 


-1 
pe TT 
lm) 


由 (3.9) 式 可 以 估计 出 把 气体 当 作 不 可 压缩 流体 所 应 该 满足 的 条 件 . 从 (3.9) 式 可 知 , 女 随 


(3.9) 


Ma 的 增加 单调 下 降 , 但 下 降 的 速率 在 各 区 间 是 不 一 样 的 . 在 Ma 较 小 和 Ma 很 大 时 ,太阴 


Ma 的 变化 平缓 . 只 有 在 0.5< Ma<2.0 区 间 , 刀 随 Ma 的 变化 比较 显著 ,如 图 10.5 所 示 . 
因此 在 Ma <0.5 时 ,把 气体 当 作 不 可 正 缩 流体 ( 即 认为 os ov ) 所 带 来 的 误差 并 不 太 大 . 例 
如 , 当 Ma =0.2, 即 v68 m/s 时 ,0.98; Ma =0.5,v~170 m/s 时 ,全 ~0.86. 所 以 几米 


每 秒 或 几 十 米 每 秘 的 低速 气流 ,一 般 都 可 作为 不 可 压缩 流体 处 理 . 但 必须 记 住 ,上 述 估计 是 
根据 伯 努 利 方程 得 出 的 ,条 件 是 流动 必须 稳定 ,因此 上 述 结论 只 对 稳定 流动 适用 . 对 于 不 稳 
定 流 动 ,即使 vv 很 小 ,也 必须 认为 是 可 压缩 的 . 
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$ 10.4 无 旋 运 动 ” 拉 格 朗 日 积分 


首先 介绍 无 旋 运 动 的 概念 . 流体 的 运动 和 质点 及 刚体 的 运动 不 同 ,质点 只 有 平 动 , 刚 体 
只 有 平 动 和 转动 ,流体 除了 平 动 和 转动 外 ,还 可 以 有 形变 . 因此 流体 的 速度 v 一 般 同 时 包含 
三 种 运动 成 分 : 
在 二 总 平 十 妇 转 十 几 形 . (4.1) 
形变 是 流体 运动 的 特征 ,没有 形变 ,流体 就 成 为 刚体 或 质点 了 ,因此 对 于 流体 来 说 ,mg 总 是 
一 定 存在 的 ,w Frf 和 v" 半 则 可 以 存在 ,也 可 以 不 存在 . m# =0 的 运动 称 为 无 旋 运 动 ,反之 则 称 
为 有 旋 运 动 . 这 两 种 运动 在 性 质 上 有 很 大 的 差别 ,处 理 无 旋 运 动 比较 简单 . 
如 果 已 知 流体 的 速度 函数 vw ,怎样 判断 它 是 有 
旋 运 动 还 是 无 旋 运 动 呢 ?” 为 此 我 们 考察 如 图 10.6 
所 示 的 流体 中 己 点 及 其 邻近 的 点 的 运动 情况 . 设 
时 刻 + 时 PP 点 的 位 置 为 
r+ yt+ak, 

Q 点 的 位 置 为 
rieor=(trt+8r)it(yt+Oy)j+ (+6z)k. 
经 过 时 间 d 后 ,P 点 和 QQ 点 分 别 到 达 了 新 的 位 置 已- 

点 和 Q 点 , 则 根据 定义 ， 


oo 和 图 10.6 


oo= lr +Br)=YTp+Smp 


QAv Ov dv 
一 ™ 十 Pi 
Vpt F707 + yy J (4.2) 


一 人 
=vpt Xert+ s "Sr . 


式 中 
1 1 Ovu, dvu du, dv dy Ov 
三 一 -VY Xvw=—~ : 一 二 | 一 二 一 一 上 + 一 一 过 
o= 半 7xv |[( 芝 -党 产 ( 富 - 且 ])( 苇 Ee) 4 
dv, 1 9 v, + dm 1 /ow OU 
Ar 2 dar dy 2 Oz 并 
= |1/o0v 3 dv, 1 /dv, am 
全 二 — ~ a — 
2\9y or dy 2 (对 六) 
| 1 fv Du 1 19v。 ov av。 
一 一 十 “ 一 一 一 一 十 - — 
7 (2 2 2 Oy 六 |] Ox 


如 果 流 体 存在 刚性 转动 ,其 角速度 为 w, 则 由 第 四 章 的 讨论 可 知 ,v。 和 wvw a 之 间 存 在 关系 式 


一 


vo=vptw@x PoO-vpt+ox er. 
将 上 式 和 (4.2) 式 比较 ,并 对 照 (4.1) 式 ,可 知 


UU 转 二 全 XSr » 
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并 且 
下 
Vy—=Up, Up= s 6r ， 


当 w=0 时 ,流体 在 点 附近 不 存在 刚性 转动 . 因此 由 (4.3) 式 知 流体 作 无 旋 送 动 的 条 件 是 ，; 
在 空间 每 一 点 : 


Vxv=0. (4.4) 
对 于 无 旋 运 动 ,利用 上 式 可 把 欧 拉 方 程 写成 另 一 易于 直接 进行 积分 的 形式 . 为 此 把 
v= vs + 人 十 了 
的 丙 边 对 x 求 导数 ,得 
gz 1 dv’ 9 vy, Ov, 


Ir 2 9r Wor var 


将 它 代 人 欧 拉 方程 (2.4) 中 的 第 一 式 ,得 
Ov, ea vw 0 VY, dv, ， am dv 1 ap 
六 1+ 关 ( 字 ) (用 天 jw( 且 - 尖 )= 电 oogzr 


对 于 无 旋 运 动 ,上 式 中 的 


区 一 By =2wz=0, Je 37 =2wy=0 

于 是 得 

Oo, A /fv 19p 

天 + 二 (全 ) 忆 par 
类 似 地 可 得 

dv 0 UY 1 op 

at (FF)=F pp oy 

QT。 9 fy 呈 1 3p 

了 +) p32 
将 这 三 式 合 并 起 来 成 为 矢量 方程 ， 

dv vw VD 

1 (4.5) 


这 就 是 欧 拉 方程 在 无 旋 运 动 时 的 另 一 种 表示 式 . 
下 面 再 讨论 方程 (4.5) 的 积分 ， 和 伯 努 利 积分 一 样 ,仍然 假定 流体 是 正 压 的 (o = p(p))， 


人 
ea 
p= |2= [7 dr ， 
6 
得 
vP = “2 
后 


体力 仍然 有 势 ,下 = - VU. 并 且 由 于 是 无 旋 运 动 ,由 (4.4) 式 ,我 们 可 利用 恒等式 8 x vgp=0, 
引 人 和 人 标量 函数 p 来 代替 速度 v : 

v=Vo. (4.6) 
这 样 (4.5) 式 就 可 写成 全 微分 的 形式 ， 


v (22 + 全 + U+P)=0. 
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积分 得 


2 
了 + 和 +U+| 针 = FOOD， (4.7) 
or 2 c 


由 于 被 积 函 数 含有 时 间 上 ,而 积分 是 对 空间 进行 的 ,因此 上 式 中 的 积分 常数 下 上 是: 的 区 数 . 
(4.7) 式 称 为 拉 格 朗 日 积分 . 如 何 利 用 拉 格 朗 日 积分 来 求 流体 的 mw (zyyy*z,ti)、o(ryy， 
xi) 和 户 (zyyzytr) 呢 ? 
(4.7) 式 可 改写 为 


其 + 二 [( 宇 ) + ( 吐 ) + ( 唾 ) ] vr 要 = (4.8) 


式 中 U 是 已 知 的 ,未 知 范 数 只 是 ,op 和 p. (4.8) 式 只 有 一 个 方程 ,还 缺 两 个 方程 应 由 物 态 
方程 和 连续 性 方程 给 出 . 利用 vw = Vy, 可 将 连续 性 方程 表示 为 


9 ， 
tvp Votovy=0. (4.9) 


由 (4.8)、(4.9) 和 物 态 方程 op= p(p) 以 及 边界 条 件 和 初始 条 件 , 就 可 求 出 p.o 和 户 ,然后 再 由 
v = vep 求 得 v ,这 样 问题 就 全 部 解决 了 . 


如 果 流 体 的 运动 不 但 无 旋 , 而 且 是 稳定 的 , 则 pg .op 和 都 不 是 1 的 显 函数 ,58 =0, 积 分 
常数 下 也 和 1 无关. 这 时 (4.7) 式 可 简化 为 


w+ Ut| 妾 =。， (4.10) 


它 和 伯 努 利 积分 完全 相同 . 但 伯 努 利 积分 是 沿 流 线 进行 的 ,(3.2) 中 的 积分 常数 c, 一 般 随 流 
线 的 不 同 而 不 同 . 但 (4.10) 中 ,常数 c 在 整个 空间 都 是 一 样 的 . 因此 我 们 得 到 这 样 的 结论 :对 
于 稳定 流动 , 伯 努 利 积分 的 常数 c, 对 所 有 的 流 线 都 相同 . 

如 果 流 体 的 运动 不 但 是 无 旋 和 稳定 的 ,而 且 还 是 不 可 压缩 的 ,这 时 连续 性 方程 (4.9) 简 化 
为 

Vw%w=0, (4.11) 

即 g 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 这 种 情况 下 求解 太 为 简化 ,整个 解 题 过 程 分 成 为 三 个 独立 的 步骤 : 
首先 由 边界 条 件 解 拉 普 拉 斯 方程 求 得 ;其 次 由 yg 通过 vw = Vg 求 出 v ;最 后 将 v 代入 拉 格 朗 
日 积分 求 出 p. 
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现在 我 们 利用 上 节 所 得 的 结果 ,来 解 一 个 简单 的 具体 问题 . 设 理想 .不 可 压缩 的 流体 充 
满 整个 空间 ,以 稳定 而 无 旋 的 方式 沿 负 .zr 轴 的 方向 流动 ,在 无 穷 远 处 其 速度 大 小 为 iu ， 如果 
在 流体 中 放置 一 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 体 ,其 轴线 和 < 轴 重 合 { 如 图 10.7 所 示 ), 求 流体 中 
速度 和 压力 的 分 布 ， 

根据 对 称 性 的 考虑 ,流体 的 运动 在 = 方向 必 是 均匀 的 . 因此 上 述 问题 化 为 一 个 平面 问 
题 . 如 上 所 述 ,首先 需要 解 拉 普 拉 斯 方程 


24+29_-0 ) 
dr” Ay” 
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或 
Op Lop 1 og. 
5 3.) 

边界 条 件 为 
vw (00) = 22 | =— rncos 昌 ， (5.2) 

dF, 
22|  - 
UV = | 一 0 。 (5.3) 


方程 (5.1) 可 用 分 离 变 其 法 求解 . 令 
P(r,0) = R{r)Q(0), (5.4) 
将 (5.4) 代 人 (5.1) 得 图 10.7 
OQ +n =0, 
”RR’+rR -nnR=0. 
这 是 两 个 常 微分 方程 , 求 出 其 解 代 人 (5.4) 得 g 的 通 解 为 


[od 


plr,0) = >， [CA,cos ng + B,sinnd)r” + (Ccos nd + Dsinn0)r "|]. (5.5) 
nl 
将 上 式 对 yr 求 微 商 得 


oa _ 国 2 a 
3 一 2 "Ancos n0 + B,sin ng)r”! — 2 nl Ceos ng + D,sinn0)r ”'. (5.6) 


将 边界 条 件 (5.2) 和 (5.3) 代 入 上 式 , 可 解 得 
Al=—-u,C= -a uo, 


其 余 A, .B, 、C, .DD, 均 为 零 . 于 是 得 
p70) =— uocos 0( r+) . ($5.7) 
其 次 , 求 速度 w . 由 (5.7) 式 得 
二 22 - woeos 0 (1 -一 ， 


| (5.8) 
1 9 . ” 
Ve 二 二 注 = wsin9 [1+ 得) . 
而 
ee + (+ 和) | (S$.9) 
r 


最 后 求 压力 p. 为 简单 起 见 ,假定 体力 可 以 忽略 不 计 , 并 假定 在 无 穷 远 处 p= po. 于 是 由 
拉 格 朗 日 积分 得 


p = pot (uw) 


= po + 地 oud | 1 eos (1 所] 一 sim o 人 (+ 要 ] | . (5.10) 


7 

下 面 我 们 讨论 流体 对 圆柱 体 的 作用 力 . 从 直观 上 看 ,在 流动 着 的 流体 中 放置 一 固定 物 
体 ,流体 必然 会 对 此 物体 施加 一 个 力 , 其 方向 和 流体 流动 方向 相同 ,实验 表明 也 确实 如 此 . 但 
如 果 我 们 按照 上 述 所 得 结果 作 理 论 计算 , 却 得 出 流体 作用 在 圆柱 体 上 的 合力 为 零 的 结论 ! 计 
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算 过 程 如 下 . 先 利用 ($.10) 式 求 出 流体 作用 在 圆柱 体 表 面 上 的 压力 户 : 
已。 三 pl,. 三 po + pi ~ 4sinm 0) . (5.11) 


知道 了 p, ,就 可 计算 流体 作用 在 单位 长 圆柱 体 上 的 合力 . 如 
图 10.8 所 示 ,作用 在 高 为 1, 弧 长 为 ds 的 面积 元 上 的 力 为 

dF, = ~ p,cos Ods= — ap,cos 0d6 ， 

lyr = — p,singdds= -ap,sin 9d06 . 
将 (5.11) 代 入 上 式 , 对 整个 表面 积 进行 积分 得 


F,=-4 (4 十 地 oe | cos Gd0 + 2aox | sinm Ocos 8d9 = 0 ， 
心 0 


FF, =— a (ps 十 pa | sin Gd8 + 2apei | sin” 0006 = 0. 
0 0 


这 就 表明 流体 作用 在 整个 圆柱 体 上 的 合力 为 零 . 这 一 结论 不 
但 对 圆柱 是 如 此 ,对 其 他 任何 形状 的 物体 也 有 同样 的 结论 . 这 一 理论 和 实验 的 矛盾 被 称 为 达 
朗 贝 尔 伴 雇 ,其 原因 是 忽略 了 实际 流体 具有 的 粘 满 性 . 如 果 考 虑 了 流体 和 圆柱 体 表 面 之 间 具 
有 切 向 应 力 , 即 摩擦 力 ,这 一 矛盾 就 可 消除 . 


3 10.6 精 沉 流体 的 运动 方程 


以 上 讨论 的 都 是 理想 流体 ,只 是 近似 地 适用 于 大 部 分 实际 流体 ， 由 于 理想 流体 忽略 了 粘 
清 性 ,在 某 些 问题 上 所 得 结论 可 能 会 和 实际 差异 很 大 . 达 朗 贝 尔 伴 廖 就 是 一 例 , 本 节 我 们 来 
讨论 粘 兆 流体 的 运动 方程 . 

对 于 粘 汪 流体 ,作用 在 流体 表面 上 的 面 力 ,除了 法 向 应 力 (压力 )m 外 ,还 有 切 向 应 力 ( 摩 
擦 力 ), 使 动力 学 方程 的 推导 变 得 比较 复杂 . 本 书 限于 篇 幅 , 将 略 去 推导 过 程 ,只 给 出 结果 . 
需要 了 解 推导 的 读者 ,可 参阅 流体 力学 的 有 关 教 程 . 

不 可 压缩 粘 评 流体 的 动力 学 方程 具有 以 下 形式 : 


| 2 
pt (6.1) 


图 10.8 


式 中 7 为 流体 的 动力 粘度 ,= 地 则 为 运动 粘度 ， 下 面 是 几 种 液体 和 气体 在 20 立时 的 7 和 ， 
的 值 : 


tf(Pa:s) vy/(10 * m/s) 
水 0.0010 0.010 
空气 1.8X10 0.150 
酒精 0.0018 0.022 
甘油 0.85 6.8 
来 0.001 56 0.001 2 


方程 (6.1) 称 为 纳 维 时 - 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方 程 . 对 于 理想 流体 ,w= 0, 纳 维 叶 - 
斯 托 克 斯 方程 回 到 理想 流体 的 欧 拉 方程 . 所 以 二 Ya 是 作用 在 单位 质量 的 粘 滞 力 . 
粘 滞 流体 的 运动 边界 条 件 也 和 理想 流体 有 所 不 同 . 固体 表面 和 任何 真实 流体 之 间 总 存 
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在 着 分 子 亲和力 ,使 紧 靠 固体 表面 的 一 层 流体 完全 不 动 . 因此 固体 边界 面 上 的 一 层 流 体 速 度 
必 为 零 : 
v=0. (6.2) 
即 不 但 法 向 速度 w, =0, 而 且 切 向 速度 v,=0. 如 果 固 体 的 边界 面 是 运动 的 ,这 时 边界 条 件 则 
为 界面 上 流体 的 速度 必须 与 界面 的 运动 速度 相等 . 
粘 混 流体 作用 在 固定 表面 单位 面积 上 的 力 为 
P= pm So = 1,2,3 ， (6.3) 


式 中 | 
n= ni+t+nj+nk, 
为 固体 表面 的 外 法 线 方向 (对 流体 来 讲 是 内 法 线 方 向 )， 


Ov, 0 vy 


2 (2) 


(6.3) 式 右边 第 一 项 是 流体 正常 压力 ,第 二 项 是 施 于 表面 的 摩擦 力 ， 

若 所 讨论 的 边界 面 是 两 种 不 相 混 和 的 流体 的 分 界面 , 则 在 此 分 界面 上 必须 满足 的 条 件 
是 :第 一 ,两 种 流体 的 速度 必须 相等 ;第 二 ,相互 作用 的 力 必须 数值 相等 而 方向 相反 . 第 二 个 
条 件 又 可 写 为 

— pr n+ Sn =— pr n+ Den. (6.5) 

式 中 上 和 角 标 (1) 和 (2) 分 别 表示 第 1 种 流体 和 第 2 种 流体 . 

(6.1) 式 是 矢量 方程 ,(6.3) 和 (6.4) 是 张 量 表示 式 . 求解 时 要 采用 一 种 具体 的 坐标 把 它 
们 写成 标量 的 形式 , 下面 分 别 给 出 在 柱 面 坐标 和 球面 坐标 中 o', 和 纳 维 叶 - 斯 托 克 斯 方程 下 
连续 性 方程 Y.w =0 的 表示 式 . 

在 柱 坐 标 R、p、x 中 ,a 为 : 


9 vn 
ORR = 2 aR ? 

— 1 9 vu, UR 
Cpe (去 5p "RR 
dv 

te 17 oz 


中 


TR ap dR R 


: /dv 1 9wv. 


] dvr ,Ov 党 ) ， 


品 
_ /9v. ， am 
CR AR) 
纳 维 叶 一 斯 托 克 斯 方程 为 
A UR vw O UR vy d vp 四 O vp vs, 
oar oR RR dp ~ QO 及 
1 + 1 ova, ve, ov _ 2 -~- 似 ] 
a oR oR 下 9gp” dz” R aR R- 99 R’ 
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ov vy 口 Ve Up 9 vv, + A v, UR YU, 
0 aR R dg ”dx R 
1 op ( 注 19 vo 二 ze 上 9ve | 2 3 - 营 ) ， 
eR ap dR R: dp” 加 R oR R” dp R- 
oO Uy, 0 DO Us o TI 0 ZU。 
UR + UY 
ot oR R dg Oz 
”19 (2 ve 1 Ov vv 1 ov. ) 
站 dx “ aR’ R: dg dz’ RoR ， 
连续 性 方程 为 ， 
0 wR 1 dw, dU UR -0 
9R Roap gr R 
在 球 坐 标 六 .0 日 中 ,cx 为 ; 
, OU, 
oO,, =27 or ? 
， ( 1 ov,  v, vycot | 
他 一 一 9 
和 人 rsing 9pP r 
” 1l 9 vg r 
Co0 27 (十 90 了 
1 dv, dv vs 
o 一 一 一 和 9 
"7 六 90 dr r 
j= 人 1 od wp 1 9 vs _ vep cot 日 
”rsing Op rr 9 六 
co 有 1 2 ; 
? ar rsinO op r 
纳 维 叶 -斯 托 克 斯 方程 为 ; 
Av, QT vp Ov vs Av, vat vw 
ot “dr rr 90 rsing dp r 
a? A oO 
=- 二 四 + | oo 
p Ar r Ar” r” 96 六 sin 69 9 
COO0U 2 Gv 2 oo 2 _ 2c0t0, | 
rr 90 p90 ysin 09 rr -| 
0 vy dz Ug Ovg vs vg vw vcoth 
一 一 十 也 -一 十 - 一- 一 一 
of ” or +r ogg rsing 9p r r 
-1 3+v 小 Fr) 1 I wm, 1 Fw 
Or 90 r ar’ rr oo0 risin 90 
cot dre 2cosh 9 2 dU, vy | 
六 90 rsin O99 yr 90 rsin 0 
dv vs ve Ov Vs dys Tire | Yevp Cot 6 
at ”Ar rr 90 rsinbg 9p r r 
2 2 2 
和 
prsinG og r or 六 900 risin 0 ag’ 
cot 9 ov, 2 dv, 2c0os0 dv ve | . 
+r 90 ysinO op sin 6 9agp rsin 0 
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连续 性 方程 为 : 


ov, 
oar 


3 10.7 泊 肃 叶 公 式 和 斯 托 克 斯 公式 


我 们 来 研究 不 可 压缩 粘 滞 流体 运动 的 一 个 简单 例子 ,目的 有 二 ;一 是 举例 说 明 纳 维 叶 - 
斯 托 克 斯 方程 具体 求解 的 方法 步骤 ,二 是 给 出 两 个 很 有 实用 价值 的 流体 力学 公式 一 一 泊 肃 叶 
公式 和 斯 托 克 斯 公式 的 推导 ,并 附带 解释 达 朗 贝尔 伴 谣 . 

首先 我 们 研究 不 可 压缩 流体 沿 管道 的 稳定 流动 . 管道 的 截面 可 取 任 意 形状 ,但 沿 着 轴线 
处 处 相同 ， 对 于 不 可 压缩 的 稳定 流动 ,速度 方向 恒 沿 管道 轴线 方向 ,但 由 于 粘 滞 性 ,从 管道 中 
心 到 管道 边 上 存在 速度 梯度 . 因此 如 取 管 道 轴 线 为 > 轴 ,速度 w 与 > 无 关 , 可 表示 为 


v= v(r, yk. 


1 ve ZU | Vacoth _ 


0 . 


1 ov 
r 90 rsnb 9p r r 


由 此 可 得 

(mV)D=0. 
流体 能 作 稳 定 流动 ,是 由 于 管道 两 端 存 在 稳定 的 压力 差 Ap. 显然 管道 内 的 压力 只 是 x 的 函 
数 , 和 x、y 无 关 . 假定 管道 长 为 ,我 们 得 


因此 纳 维 叶 - 斯 托 克 斯 方程 变 为 
an an Ap 
or: + 3 好 本 yd 
这 是 一 个 二 维 V = 常数 型 的 方程 ,在 一 定 的 边界 条 件 下 可 按 常规 方法 求解 . 为 简单 起 见 ,我 
们 讨论 半径 为 a 的 圆 形 管道 . 这 时 将 (7.1) 化 为 平面 极 坐 标 来 解 比较 方便 . 根据 对 称 性 的 考 
虑 ,速度 v 只 是 -的 晒 数 ,因此 方程 (7.1) 可 改写 为 


二 到 (- 昱 )=- 望 . (7.2) 


广 dr 


(7.1) 


这 个 方程 可 直接 积分 ,得 


Ap ; 
VU 二 p, +cilnrtie,. 


4 
常数 c,、cs 可 由 边界 条 件 来 决定 . 现在 的 边界 条 件 是 :在 管 壁 上 速度 为 零 ,在 管子 中 心 速度 
有 限 , 即 


v|.. =0, 
v | -o= 有 限 
据 此 可 定 出 c=0,e， -Pe 最 后 得 
0 = fhe 7) (7.3) 


这 是 一 个 抛物 线 方程 ,表明 速度 在 半径 方向 是 按 抛物 线 分 布 的 . 下 面 我 们 来 计算 每 秒 钟 通过 
管道 的 流体 质量 . 单位 时 间 内 通过 半径 为 > 和 ~+ dr 的 环形 面 元 的 流量 为 c2rrudr, 因 此 总 
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的 流量 为 
QQ = 2rp|， rzdr . 


将 (7.3) 代 人 得 


_ Tep 1 
Q = Be (7.4) 


上 式 表明 流量 正比 于 管道 半径 的 四 次 方 . 这 个 计算 流量 的 公式 称 为 泊 肃 叶 (].L. Poiseuille， 
1799 一 1869) 公 式 ， 
再 来 计算 管 壁 所 受到 的 摩擦 力 . 岂 (6.3) 式 ,单位 面积 管 壁 所 受 的 摩擦 力 为 


P, =— pn, + Dam (r= a). 
友 
在 管 壁 处 有 = 一 e,, 所 以 


do 
Po 7 |( 并 ) Ta (rT) 
将 (7.3) 式 代入 得 
p = 4ap 


管 壁 的 总 面积 为 2xal. 所 以 管 峡 所 受 的 总 摩擦 力 为 
P=xaAp. (7.5) 

实际 上 这 个 结论 可 直接 从 截面 为 xa” 的 管道 两 端 所 受 的 压力 差 为 Ap 得 出 . 它 证 明了 我 们 
以 上 对 问题 的 分 析 处 理 是 正确 的 ， 

作为 粘 汪 流体 稳定 流动 的 第 二 个 例子 ,我 们 来 推导 第 七 章 (1.4) 式 一 一 斯 托 克 斯 阻尼 公 
式 . 我 们 暂时 不 考虑 重力 ,讨论 半径 为 we 的 小 球 在 阻尼 介质 中 作 匀 速 运 动 时 所 受 的 力 . 其 基 
本 方法 和 上 面 第 一 个 例子 一 样 , 先 解 纳 维 叶 - 斯 托 克 斯 方程 , 求 出 流体 中 w 和 pp 的 分 布 ,然后 
求 出 球面 上 的 户 值 ,最 后 对 整个 球面 积分 , 即 得 流体 对 小 球 的 总 作用 力 , 减 去 浮力 就 是 小 球 
在 流体 中 运动 的 阻力 . 

假定 流体 相对 小 球 来 说 是 无 限 大 . 根据 力学 相对 性 原理 ,我 们 可 把 小 球 在 无 限 大 流体 中 
以 等 速 an 作 直 线 运动 的 问题 , 换 成 为 小 球 静 止 不 动 , 流 体 从 无 穷 远 处 具有 速度 - u, 的 绕 流 

dv 


问题 . 这 样 变 换 的 好 处 是 :后 者 是 稳定 流动 , 纳 维 叶 ~ 斯 托 克 斯 方程 中 的 二 一 项 可 不 出 现 ， 


而 前 者 是 不 稳定 流动 ,32 项 不 能 丢掉 . 小 球 在 阻尼 介质 中 运动 的 速度 很 小 ,特别 是 化 为 绕 流 


问题 后 ,由 于 小 球 边 界 上 的 速度 为 零 ,因此 我 们 可 以 假定 至 少 在 小 球 附近 的 区 域 , 速 度 w 是 小 
量 . 因此 在 纳 维 叶 -斯 托 克 斯 方程 中 , 非 线 性 项 (wv .VY )w 与 其 他 项 相 比 是 二 级 小 量 , 可 以 多 
略 . 这 样 流体 的 运动 方程 可 简化 为 
1 2 
(i v=0,， 
VY.v=0 
以 as 方向 为 极 轴 取 球 极 坐 标 . 根据 对 称 性 的 考虑 ,速度 v 在 e, 方向 的 分 量 应 为 零 ,其 大 


小 只 和 .0 有关 ,与 9 无关, 压力 p 也 一 样 ， 即 
or Our v,=0, p= p(r.0). 


(7.6) 
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因此 在 球 坐 标 下 方程 (7.6) 的 具体 表示 式 为 


op (+ 1 Ov, 2 dv | cotd dvu, 2 dv 人 2 
六 


dr or: 六 2 DB r dr rr a0 r? DO r 
1 0p, (+ 二 + 区 colg9m 2 Ov __v ) (7.7) 
r 908 ar’ 六 DB r qr r 00 yy 90 isin 0/ 
dv 1 dvg 了 zi 1 va COt 2_0 
dr - 098 7 r 
边界 条 件 为 :在 球面 上 速度 为 零 ,在 无 穷 远 处 为 一 wu, 即 
v, |,., = 0， oo =0， 
(7.8) 
也 | = Wocos 0 ， vs | =— uvsin 0 . 


下 面 的 工作 就 是 在 边界 条 件 (7.8) 下 解 方 程 组 (7.7). 
根据 vw, 和 ws 在 无 穷 远 处 的 性 质 ,我们 可 假定 v, 、v 和 pp 具有 下 面 的 形式 : 
v,(r,0) = R(r)cos 0 ， 
vs(r,0) =- O(r)sin0, (7.9) 
plr,0) = nmP(r)cos 0 + po. 
将 (7.9) 代 入 (7.7) 和 (7.8), 得 


R” + SR 入 (R B) = P ， 
e+ 二 6 + 二 (R-6)- 二， (7.10) 
， 2 
R + 一 (R-G)= 10. 
rr 
和 
RI,.,=0,6|,,.=0, 
| (7.11) 
R|,.. Uno, 日 | 二 80 
在 (7.10) 中 消去 8 和 P, 可 得 R 所 满足 的 微分 方程 为 
rR +8rR” +S8rR -8R =0. (7.12) 
这 个 方程 的 通 解 为 
R= + 人 toteor. (7.13) 
r r 
将 (7.13) 代 回 (7.10) 中 可 得 @ 和 PP 的 通 解 为 
9 = Ft +t2er, (7.14) 
P=- 全 +100r. (7.15) 


将 边界 条 件 (7,11) 代 人 (7.13) 和 (7.14) 可 得 
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于 是 得 
a _ 3a ). (7.16) 


将 (7.16) 代 入 (7.9), 最 后 得 


(7.17) 


3 
‘Ug = wsin0(1- 闫 ~ 2 ) : 


3 
P= po- 3 Tuo cos 9 : (7.18) 


以 上 的 讨论 没有 考虑 重力 , 现在 再 计 入 重力 . 设 重力 的 方向 和 wo 方向 的 相反 , 它 相 当 
于 小 球 在 重力 场 中 自由 下 落 的 情况 . 这 时 流体 的 运动 方程 是 ， 


1 , 
_ lo ty9iv-0, 
| 0 (7.19) 
Vv=0, 

边界 条 件 不 变 . 将 (7.19) 和 (7.6) 比 较 , 可 知 只 要 在 以 上 的 结果 


中 人 


1 1 1 
—Y p— VYp=—-—Y ， 
0 p 0 p D pt+g 
即 可 得 到 方程 (7.19) 的 解 . 如 图 10.9 所 示 , 令 
六 =— percos0+p, (7.20) 
即 可 得 图 10.9 
1 1 
-VY p=——Y . 
让 p 6 pieg 
由 此 我 们 可 以 得 出 结论 : 计 人 重力 后 ,w 和 w 不 变 , 仍 为 (7.17) ,而 由 (7.20) 式 ,压力 则 变 为 
P= po (eer 十 向 mu jes4 - (7.21) 


现在 求 流体 作用 在 小 球 上 的 力 . 在 球面 上 n, = 一 1,ns = n。 0, 因 此 由 (6.3) 式 ,小 球 表 
面 单位 面积 上 所 受 的 力 为 
P,=-p-o,., Poe= -oo0, P= -0o,, 
由 (7.17) 可 得 


; dv, 
oT273-| =0,， 


, 1 dv, vg vg 37 . 
+ 一 
og 7|( 7 38 元 Dosin 人 ， 
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P,=- pl,.,,P, =- 3sin 0, P, =0. (7.22) 


小 球 所 受 的 合力 必 和 wo 的 方向 一 致 . 将 P 和 忆 在 wo 方向 投影 ,并 对 整个 小 球 表 面积 分 ， 
即 得 流体 作用 在 小 球 上 的 合力 下 : 
F= | (Peos 0 — Psin 0)2ra’ sin bd9 


= 3 pg + frarmuo. (7.23) 


式 中 第 一 项 是 小 球 在 流体 中 所 受到 的 浮力 ,第 二 项 即 为 小 球 运动 时 所 受到 的 阻力 . 此 即 第 七 
章 (1.4) 式 斯 托 克 斯 公式 . 对 于 理想 流体 ,7=0, 阻 力 为 零 . 所 以 达 朗 贝尔 伴 雇 在 考虑 流体 的 
粘 滞 性 后 即 可 消失 . 

以 上 的 结果 是 在 全 空间 都 略 去 非 线 性 项 (w .VV )v 的 近似 下 得 出 来 的 . 但 在 离 小 球 较 远 
的 地 方 , 这 一 项 和 其 他 项 比较 不 一 定 能 忽略 . 因为 这 时 


osuocosb(1-32 ) ， vw uosin 0 (1- 132 ) . 


2r r 


2 
und 


所 以 (vw .VY )w 的 数量 级 为 而 由 (7.18) ,Vp 的 数量 级 为 下 皖 ， 因 此 (wo 可 忽略 


2 
r 


的 条 件 是 到 2 六 和 4 , 即 
or 


-福王 . (7.24) 
在 这 一 条 件 不 满足 的 区 域 , 必 须 计 人 (pg 'V )w 项 . 但 在 远 处 v su , 因 可 令 (m YY Jo 和 (an， 
V)m ,流体 的 运动 方程 变 为 
(uv) 0 = Vp +r, (7.25) 
这 个 方程 称 为 奥 新 (Osen) 方 程 . 解 此 方程 可 得 小 球 所 受 的 阻力 为 


3 
FF = 6rmoa (1+ | . (7.26) 
习 题 
10.1 已 知 速度 场 为 
Vix yy, VU = 一 27y， 


求 通过 =1,y= 1 点 的 一 条 流 线 方程 . 
10.2 己 知 速度 场 为 
到 kr 


v= Uy, v=0. 
XTX +y 


1 ry 
问 此 流体 是 无 旋 的 还 是 有 旋 的 ,是 否 可 压缩 ? 
10.3 设 不 可 压缩 流体 的 质点 遵循 牛顿 引力 定律 被 园 定 中 心 吸引 . 车 流体 的 体积 为 z， 
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单位 距离 时 的 引力 为 x. 试 求 p=1 的 等 压 面 方程 . 

10.4 假定 地 球 是 由 密度 为 o, 半径 为 R 的 不 可 压缩 流体 所 构成 , 且 任 一 单位 质量 上 所 
受到 的 重力 与 该 质量 到 地 心 的 距离 成 正比 . 在 地 球 表 面 上 单位 质量 所 受到 的 力 为 g, 求 地 球 
中 心 的 压力 ， ， 

10.5 设 大 气 层 满足 理想 气体 状态 方程 ,在 离 地 面 0~11 km 的 对 流 层 内 ,温度 随 高 度 的 
变化 规律 为 工 = Tu - 丘 . 国际 标准 大 气 规定 Tu = 288 K, po = 10 330 Pa, po =0.125 kg's fm! ,8 
=0.006 5 kjm. 证 明 ， 


课 2 5.256 
| = 人 
项 -1 / 之 时 25 
) on 
离 地 面 11 km 以 上 是 等 温 层 ,大 气 状态 方程 满足 字 = 常数 . 证 明 
PD 2, 
Pt pu 
式 中 pi 和 pu 分 别 为 11 km 处 的 压力 和 密度 . 
10.6 假定 空气 层 与 外 界 无 热量 交换 , 即 设 空气 层 是 绝热 的 . 在 重力 场 作用 下 求 空气 处 
于 静止 状态 时 的 压力 公式 和 混 度 公式 . 假定 地 面 上 的 oo 、po、T, 均 已 知 . 
10.7 开口 水 权 旁 有 一 小 孔 , 离 水 面 的 距离 为 h ,水 面 离 模 底 的 高 度 为 h. 如 将 此 水 槽 置 
于 地 上 , 问 由 小 孔 射 出 的 水 流 , 其 射程 为 多 少 ” 并 求 使 射程 有 极 大 值 时 的 之 值 . 
10.8 一 圆锥 形 水 槽 的 轴线 沿 铅 直 放置 ,高 为 ,顶点 庙 下 ,充满 液体 . 在 顶点 处 开 有 一 
圆 形 小 孔 . 小 了 筷 半径 为 圆锥 底部 半径 的 1/n(n 污 1). 试 证 液体 自 小 孔 流 出 至 原 有 高 度 的 1/2 
时 ,所 需 时 间 不 能 少 于 /2 了 DVh 
20Vg 
10.9 如 下 图 所 示 的 四 个 容器 ,其 底面 积 都 是 相同 的 ,容器 中 的 液 面 也 一 样 高 , 这 四 个 
容器 底面 积 受 到 的 总 压力 是 否 一 样 ? 为什么? 


题 10.9 图 


10.10 设 水 深 为 4, 试 对 下 述 几 种 剖面 形状 的 柱 形 水 坝 , 计 算 水 对 单位 长 度 水 坝 的 作用 
力 及 合力 的 作用 点 . (1) 半径 为 妨 的 圆 弧 :z + x* =2Rr;(2) 抛物 线 :z= azr?;(3) 正弦 曲 
线 :z=asin Pr， 

10.11 半径 为 e 的 圆 球 在 理想 不 可 压缩 静止 流体 中 以 匀速 wy 平 动 . 求 流体 中 的 速度 
分 布 . 

10.12 淹没 在 不 可 压缩 静止 流体 中 的 球面 ,其 半径 以 R= R(z) 的 规律 变化 . 设 无 穷 远 
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题 10.10 图 


处 流体 的 压力 p. 为 常数 , 求 流体 中 的 压力 分 布 . 

10.13 在 等 裁 面 的 U 形 管 中 盛 有 液体 , 管 的 两 端 与 大 气相 通 , 自 由 面 的 压力 为 加 , 管 中 
液体 总 长 为 1. 设 1=0 时 液体 处 于 静止 状态 ,液体 两 端面 高 度 差 为 h. 求 以 后 液 面 的 振荡 规 
律 . 

10,14 求 粘 滞 流体 在 内 半径 和 外 半径 分 别 为 R, 和 R; 的 环形 截面 导管 中 流动 时 的 速 
度 分 布 ,并 求 流量 公式 . 

10.15 半径 为 R, 的 柱 面 在 另 一 半径 为 R, 的 共 轴 柱 面 内 以 速度 w 平行 于 中 心 轴 运 
动 ,两 轴 面 间 充 满 粘 滞 流 体 , 求 流体 的 速度 分 布 ,并 求 单位 长 柱 面 上 所 受到 摩擦 力 . 

“10.16 ”厚度 为 的 粘 沾 流体 以 自由 面 为 上 界 , 以 静止 平面 为 下 界 , 平 面 的 水 平 倾角 为 
a. 讨论 在 重力 的 影响 下 流体 的 运动 . 

“10.17 半径 为 R, 和 R; 的 两 共 轴 圆柱 体 , 柱 面 间 充 满 粘 灌 流体 . 设 两 柱 体 各 以 角速度 
w! 和 w; 绕 轴 旋转 , 求 流 体 的 速度 分 布 及 施 于 柱 面 上 的 摩擦 力矩. 

“10.18 粘 灌流 体 平行 于 Orzy 平面 作 稳定 流动 ,流速 沿 rz 轴 , 且 只 与 坐标 ， 有关, 即 w = 
v,(y). 求 单位 体积 流体 在 单位 时 间 内 的 能 量 消耗 . 

10.19 半径 为 a 的 小 球 在 粘度 为 7 的 液体 中 作 振 动 ,振幅 为 A ,阻力 满足 斯 托 克 斯 定 
律 , 求 在 一 个 周期 中 所 消耗 的 平均 功率 . 

10.20 已 知 空气 的 粘度 为 1.7x10 ”Pa's, 问 直径 为 0.01 mm 的 水 滴 在 2 cm/s 的 上 升 
气流 中 是 耕 会 向 地 面 下 落 ? 
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第 一 章 
1.1 柱 坐 标 中 的 运动 微分 方程 : 
ma( 民 -Reo)= -Fusing, 
m(R Pt+2Rp)=0， 
mz = 一 FFvcos0- mg, 
再 加 约束 方程 RY + x* =. 
球 坐 标 中 的 运动 微分 方程 : 
mr (全 +o2sin2 8)= Fy+ mgceos 0, 
mr( -gsin Ocos 0) = mgsin 0, 


mr( psin 0+2¢96c0s 0)=0. 


1.2 2a Fsin + a cos OC -goos O =0. 


2 2 2 
1.4 运动 规律 >= bch wi ,作用 力 F、 =2mbw’ sh wt. 
-AR 
1.5 Apg= RE: 


1.6 (1 一 wi) 站 -2v6= 一 gsin0,1 为 强 长 . 
1.8 提示 :对 数 蜡 线 r= roe” 的 曲率 半径 p= Vv 1+a*r, 然 后 利用 加 速度 的 本 性 方程 证 
明之 . 


1.9 绳子 伸 长 时 的 运 动 方程 为 村 m2 + R(x- ) 一 mgr =0, 全 程 所 需 时 间 


27 ! 5 
:AM -一 +A/ 一 — arctana / 区 | aD= ht hr VTE 
-2 /cos wa 
Los a ,张力 Fi = ,周期 T= 2x Te ， 


1.11 (1) 能 量 守 人 恒 ;(2) 最 高 点 位 置 在 O 〇 ” 点 上 方 后 / 处 . 


1.10 速率 vv=sina 


1.12 w= vegr ， 
1.13 (1) 动量 不 守恒 , 角 动 量 和 能 量 守 便 ; 
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ma(R- Ro’)= — Fr, 
《2) 4 ma (Ry +2Rp)=0, 
maR=Fr- msg . 
人 psin 8+ mpg = 0, 
1.14 


2maRRop + maR’ 多 + magRcos psin 0=0; 
体系 的 能 量 仍 守恒 ,但 角 动 量 不 再 守恒 . 


1 


:2 全 
1 .13 | tsin | ,4 UCOS a. 
m +m 
1.17 体系 的 质心 C 作 等 速 直线 运动 ,速度 ve = -一 "2 -oo ,A 和 B 各 绕 质 心 作 半 径 为 
A B 
mpl mal \ v 4 Ug 和 a 一 
= 一 及 rs = 一 ar 的 圆周 运动 ,角速度 均 为 = 半 ， 以 质心 C 点 的 坐标 ze 和 ye 
mat+ms Pra t+ ma { 


及 杆 和 x 轴 的 夹 角 6 为 坐标 ,体系 的 动量 p 、 角 动量 上 动能 本 的 表示 式 为 : 


p— (mat ma)yjd= mavoj ， 


. niani 2 
L=(ma + ma ) zeyck t rm Ok mvok 上 
1 “2 1 mama ,2 2 1 2 
二 十 十 一 -一 一/ 二 一 
T 2 (ma mp ) ye 2 ma 十 me 0 2 MpUg. 


， 
1.18 m;= mm. 


1.19 v= (0 -2cos 0+2). 


2g[(R, — R,)cota—h |]R 


1.20 吉 >> irR jr 时 ,质点 将 飞 出 漏斗 之 外 ; 


wi 28hR， 时 ,质点 将 落 人 漏斗 之 下 ; = g(h+ Rscot a) 时 ,质点 将 作 圆周 运 
(htana + R,)” ~ R; 


动 . 


1.21 vo = 三/ 87 . 


1.22 6= 2g(cos a — cos 6) 
R(1- 2 cos 0 ) 


m+n 
也 


1,23 w= /galL -1) 1 = /上 ET+YL 一 二 vv [一刻 
a ’ g Z 


1.24 上 +w*sin gcosg=0,9 为 质点 的 位 矢 r 和 OO“ 的 来 角 ， 


nm mgcot a 
1.25 ar = 一 Ba 8 
mtimeot a m+m eo a 
加 
1.26 w= 
m+ 并 
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1.27 体系 的 能 量 守重 . 对 OQ 点 和 对 质心 C 的 角 动 量 也 都 守恒 ;质心 C 以 O 点 为 焦点 


作 圆 锥 曲线 运动 ,ms 和 xm 又 分 别 以 质心 C 为 焦点 作 相 同 的 圆锥 曲线 运动 . 


1.28 (1) 能 量 守恒 , 角 动 量 不 守恒 ; (2) 张力 Fr = -万 有一， 
VY vo 


mn 2(0 -D(Cm + nsin ea) 
1.29 Sm 7, ) ， gE (站 十 gsinacosa 。 
1.30 3p= (1--2p ee” 


Di 1 > 
1.31 v=v -gtt+wvln ;Swot gt -vl ln fdi. 
mn 2 0 


4 


rr 
(r+tAr)’ 


1.32 6= 芒 [r+ | , 式 中 为 十 济 形 成 时 的 半径 ,2 为 质量 增加 率 的 比 


， + 3 3 
1.33 v8 Cm zx) - sin a. 
3p (m+pr) 


心 


1.35 (2) om 全 人) 
m k 
) 至 (1- 关 -m 亚 ) 
到 nio nm 
1.36 (1) 三 =/ ; (2) C=/ 
t m t a 
1.37 1> (na + ma Tg- 


加 m 
1.38 n=4 (1 了 


第 二 章 
csc”a rg +t gcota=0, 
2.1 


六 人 +2rp=0. 


4 


R 


K+ zp + z+g=0, 
2.2 


Ro +2R9=0, 
R 和 和 z 满足 约束 方程 RY +x = yy， 
2.4 L=ma’6di(l— cos 0)+ mgall— cos 0). 


2.5 L=3m[v + (7/— vi) 6 ]+ mg(! ~ vt)cos 0., 
2.6 L= Fm (lttana)t (ztanat RY ] - mgz. 


2.7 [= 有 (证 + 有 人 + 让 ) -me VR 


2 R: 
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.8 L=2mR’ [全 +2ubcos 0+ wcos 0]. 
,9 以 质心 C 的 平面 极 坐 标 为 广义 坐标 ，,: 


L=2mt{r: + te 
2r 


[| 


mR g? 9* ,gp 为 强 子 展开 的 角度 . 


-1 
2 

和 由 [+] 记 + |+ 22R* -EE， mR$=L; (2) 初 条 件 满足 
2 


妃 ,hh 为 初 位 置 的 高 度 . 


2.14 po pone ee 0-1). 
3 
2.15 PP=arcsin 2 


2.17 9=0,9 满足 方程 1tan Pp— rtan Pp—r=0. 
2.18 ” 取 棒 对 球 心 0 所 张 的 角度 为 2 , 则 g 所 满足 的 方程 为 mgRsin p - Rk(1 - 
2Rsin p)cos p=0,& 为 劲 度 系数 . 
2_P 
2 2k 
2.20 (1) p, 守恒 (以 半 平 面 界 线 为 x 轴 ); (2) 上. 守恒 (以 两 点 源 连 线 为 > 轴 ); 
(3) 上 , 守恒 (以 圆柱 对 称 轴 为 = 轴 ); (4) 工 。 + 部 p 守恒 (以 圆柱 轴线 为 > 轴 ， 


2.19 cos0= 


为 螺 距 ). 
2,.21 L=3mR: (全 + wsin’ 9) 一 mgReos 9, 质点 的 广义 能 量 守 恒 , 即 
H= mR f° -mmR: wsin 0 一 mgReos 0 二 常数 . 
.， 1 
2.22 U= 工 + 了 (+ 让 全) 一 二 【1+ 三 } 
矿 Cr ec 
a :， 上 。 
mR mRoe’ -二 BoRe=0， 
.23 
?2 mR” + OR: = = 常数， 
mz 二 常数 . 


2.24 = 广 克 [让 二 (R? + 从) 估 ] + 如-R?, 斥 力 F= mR; 
人 + pp Je = 常数 ， 
mR-mRe- mk:R=0. 
mo mi ml 


2,25 ww = 一 一 一 ww 了 = - 一 oo. 


tw , 
m+ m, (Pr 二 rm;) 


2.26 (R’+r -2Rreos 0) OG + Rrsin 的 — gRsinat+ grsin( +a)=0 


2m sin Gcos 0 , 2m cos 0 
2.27 v= -mG,, ,= 


四 。 
nm 二 mazsin 8 


， _ 2msin Ocos 0 
&o， VBz 一 一 ”人 人， 


7 2 7 四 
nl 十 msin 0 m +msin 0 
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vn, =0 
2.29 (+ 1 cos _ 1， 
P11 ll-cosa 
+ + 
2.30 ta/ ite, plte 
ed 1 一 e 1 一 ee 


第 三 章 


3.1 E>0,L’>2ma 时， 


1_] 2mkE Cog /1 2mag 
r L* -2me L: ， 


E>0,L:<2ma 时 ， 


1 2mF 2ne ] 
二 = /me sh ta _ ， 
r 2ma- LL | 二 1 


E<0,L2<2ma 时 ， 
AM 三 sb 人 2 - 10 
后 两 种 情况 ,原来 在 + 处 的 粒子 经 过 时 间 


1 m 2 L: L? 
E 2 WE Ta 2m -A/。 2m | 
以 后 ,将 被 力 心 何 获 . 


3.2 体系 的 质心 作 抛射 体 运动 ,相对 运动 部 分 的 运动 方程 为 
dr 


1 
El pe J 
/之 E yklr 1) mr 


轨道 方程 为 


0 = 


" rr 
| | 1 ) Li 
2m,| E Fklr 1) | 7 
3.4 当 or 交 1 时 ,近似 于 自由 粒子 的 运动 ; 当 ar<1 时 ,近似 为 在 势 场 - 乞 中 的 开 普 黄 


问题 ; 当 /asl 时 , 仍 近似 地 为 开 普 勒 问题 ,但 势 场 减 弱 为 一 和 二. 


L?’ 


2rmal2sin 6 


1 


3.5 Fm + — mgicos 0=E, 


- 
mi 


_ dg 
| 网 2 TE- Va(0)] 
L db 


了 | sn GVE - Va(0) 
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了 


L: 和 
其 中 Vs OD) mglcos 6, 这 两 式 都 是 椭圆 积分 . 
ml sin 
3.6 r= 为 积 分 常数 )， 
“ Lor a0 k mh 和 


3.7 r= 


卡 ( 二 + cj, 轨道 是 稳定 的 ， 
3.8 z+ = 全 (1 一 入 ) ,y= p79, 式 中 力 一 二 -7 由 方程 


/map 7 


Ya 2 (+ 二 


决定 . 
3.9 (1) 80= -2r8，(2) 386= 2 斑 , 式 中 p= 人. 
ap ap ma 


3.10 当 ， >2,a<0, 且 初始 条 件 满足 ”= -上 -时 ,粒子 作 稳定 的 贺 形 轨道 

3.12 偏心 率 .周期 和 近地点 均 因 大 气 阻尼 而 减 小 . 

3,13 Tu 0g 0, + ly Mm? ~ misin’ BE 0,. 
Pi 


vU mt mo, mit mo v mt 


3.14 ”提示 : 先 证 明 库仑 散射 4s -2r _ de， 


m2 vse 

2 2 2 

3.15 E=| ! ) 3 
4neo muos 


mv, (0 2n0) sng 


3 18 de a eT 


deos 二 (n+1-2ncos ?7 ) 


式 中 n= 和 / 1 - 二 而 总 散射 截面 则 为 了 ra 


3.19 令 8 表示 两 个 新 生 粒子 飞 出 方向 的 夹 角 , 并 假定 v;>>v, 则 8 的 变化 范围 为 : 
vy < we < 时,0< OLn, 
voc>v; HH,r- oO <O<n, 
voc <v 时 ,0< OG<0,, 


. voc (vi + v,) 
式 中 sn 外 = 一 和 一 一 


voc 十 vv 


3.20 四 是 沿 极 轴 方 向 的 常 矢量 ， 
第 四 章 


4.1 (1) wo =0,ws= (2 


)6:02) wp = ,ws = (S11)6+ (3) ws = wp =0, 
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或 各 等 于 常数 . 式 中 y 为 圆柱 P 转 过 的 角度 ,6 为 两 圆柱 连 心 线 和 和 铅 直 方向 的 夹 角 . 
4.2 () or 人 ws (D1)6+ OS; (2) wo = 上，ws =0 或 常数 . 
4.3 w, RR. 


4.4 ln Rsin 9 


a -4R2sim 广 


4.5 空间 极 迹 为 二 + 所 = 有 民 " ,本 体 极 迹 为 x“+ y =4R:, 杆 上 任 一 点 已 的 轨迹 为 
= MP=2Reosb-a, 式 中 0 为 杆 MA 和 MO 的 夹 角 a 为 PP 点 到 A 点 的 距离 


4.6 w= sin 9tan gz 一 vocos 8, 式 中 8 为 杆 BA 和 水 平 线 的 夹 角 . 
2 2 
4.7 va 2whcos a,A 点 的 转动 加 速度 a = 名, 向 心 加 速度 a) = 2hw? cos a 
sin a sina 


4.8 v= watw,bsind+ wacos0t. 


4.9 = absin c (cos pri 一 sin bt ). 


3 
4.13 1= > 

4pg 
4.14 /= 


4.15 0=arcsin( $sina ). 

__ 3mg 4 2 六 
4.16 Fe Tr rgy py ( 12sin 9+1lsin* 9+ 本 小 
4.17 w= 3gh. 
» 2F(Reosa- rr)R 


4.18 5 5 
m(3R* +r*) 
4.19 /7 =ua 
U 
4.20 :1 (T+) . 
2 m /8 


4.21 (1) Ea +r)d gsinO=0; 


2 Fm + op rtm(ri+ ) (cos 9 一方 )6= 常 数 ， 


(co 0- 地) +r tr ) gsin 0=0: 


(m+m rtm(rt+ rr )cos 因 = 常数 ， 
(3) 


(ritri)d +eosd x -sinbr6 — gsin 0=0. 


4.22 1= 3 (r+ 6h ) 区 中 ;为 圆锥 底 的 半径 , 为 阅 锥 的 高 ， 
20(r~"+h°) 
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4.23 (37r° +2h°)xr +(23r +2h°)y +26r :2 +10rhrz=k. 
4.24 137x +1l3y +8z -6ry™ 9yz -9zr=k. 
4.25 hi=2r. 


nm 


4.27 了 = 了 (5 tosin pg+(c ta cos g+ (a + 6 )9:], 


I 


工 二 本 [( 信 十 CC 6sin pit (ce +a”* )6cos gi + (a’ +p’ ) ok ]. 


Hew 


4.28 L= 357 (80 + S57 jt SVdmob k， 
_m 1 2 
T= 名 (二 十 一 到/ 2 )o - 


及 + hr | 1 
Rr(1l+r 2 


式 中 ww 国庆 全 三 机 和 动 的 角速度 ,为 王 点 离 水 平面 的 高 度 ,R 为 N 点 作 圆周 运动 的 半 
径 . 
4.31 w =w, Vv 1+3cos a, ‘an 0= tan a. 


4.34 令 和 斜面 为 Ory 平面, wm 为 球 的 质量 ， p、0、y 为 球 转动 的 欧 拉 角 ,4， 和 4, 为 球 在 
平面 上 滚动 时 的 摩擦 力 F, 和 天, , 则 球 的 运动 方程 为 


4.30 FF= mr CRI+ hr)!i -mr 十 ml CA Rr)r | 


ma + mgesina= a, 
ny 三 外 :， 


mr (p+ weos 0) = 常数 ， 


mr G+ ghsin 0)= — Airsin +Asrcos gp, 


后 mr p+ Geos 0 ghsinO)= A rsin gcos p+ A rsin Osin p， 
外 加 两 个 约束 方程 
dr + rsin gcos pdy — rsin gd0 =0, 
ldy + rsin Osin pdy + reos pd0 =0. 
由 以 上 7 个 方程 可 对 x、y、p、9、y、41 .4, 等 7 个 未 知 函数 求解 . 它 有 2 个 运动 积分 :一 是 能 
量 守恒 ,二 是 上 述 第 3 个 运动 方程 , 它 表 示 上 , 守恒 . 


4.35 体系 的 质心 作 等 速 直线 运动 ;回环 只 作 平 动 ,没有 转动 ;质点 沿 环 以 角速度 6 = 空 


4.36 J;w, 之 41, mgleos Oh,. 
4.37 ww,=2w. 
I 
4.40 (1) 以 A 点 为 坐标 原点 ,AC 为 = 轴 ,x 轴 在 正方 形 ABCD 平面 内 ,这 样 所 选取 的 


4.39 ww > 
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三 个 坐标 轴 即 为 惯量 主轴 ,其 主 转动 惯量 分 别 为 :7 = 本 ml ,= 对 m1 = 与 mi (2) 
Lo 3x me( 一 4 3k),T= ml ws (3) 将 E= 二 mw 1maly 下 ml 
代入 拉 格 良 昌 方程 , 即 得 体系 的 运动 方程 . 
4.41 w= 244 T=4r. 
Tm ? 
第 五 章 


5.1 直角 坐标 : 
v =i(wcos gcos 9- wisin gsin g)i+ (wcos Osin g + wisin Ocos 9)f + lw,sin Ok; 
柱 坐 标 : 取 铅 直 方向 为 上 方向 ,i.j 在 杆 平面 内 , 则 
v = lw (cos Htsin MK)+ lw,sin 0); 
球 坐 标 : 取 杆 方向 为 宇 方向 ,在 杆 平面 内 , 则 
v= /wf Lesin Ok. 
5.2 直角 坐标 : 
a = 1[wscos gcos p — wisin gsin p- 2w1 wscos gsin Pp (wi + wi)sin gcos gp Ji+ 
tL wisin Geos p+ wi COs Osin P+2w wcos gcos p — (wi + wi)sin Osin gj+ 
I{ wsin 0 + wicos O)k; 
柱 坐 标 : 
a=1(wicos 0- wisinO- wisin 0)i+/(2w wcosO 
+ wisin O)j+ 1(w,sin + wcos Ok; 
球 坐 标 : 
a=/(— wisin O~ wi)iti(- wsinOcos 0+ oo) +i( -wisinO -2w, wcos Ok. 


5.3 v=2wRsin wt ,a 二 2w” Reos wt,M 点 的 轨迹 为 初始 时 刻 从 M 点 到 C 点 的 直线 . 

5.4 v= [a (ir sng) rea] 

5.6 以 1~0 时 OAB 方向 为 极 轴 , 则 质点 在 固定 坐标 系 中 的 轨迹 方程 为 r= doos 30; 
质点 在 运动 平面 上 的 轨迹 为 中 心 在 OB 的 中 点 、 半径 为 人 d 的 圆 . 

5.8 船 将 获得 w=2.6X10 “m/s 的 速度 . 


5.9 w= [vt+2r(g— a)(cos 0 -cos 0)]?, F= 8| (1 & )(3c0s0 -2c0s 00) + 


r 


宪 ] ， 式 中 vo 为 上 =0 时 小 环 相 对 于 圆圈 的 速度 


3 
5.11 向 西 偏离 子 \ wsin A. 


5.12 向 南 偏离 < ?sin Acos asinz a. 
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5.13 (2 
5.14” 取 运动 平面 为 Ory 平面 ,质点 的 运动 方程 为 
TI -2wycosat+(k: -ww )r=0, 
(oe a)y=0, 
当 与 >1 时 ,质点 作 振 动 ;1> 生 >cos' a 时 ,质点 一 面 振动 , - 面 远离 力 心 0 点 ;如 <eos a 
时 ,质点 单调 地 远离 力 心 O 点 ， 
5.15 取 OA 与 铅 直 轴 向 下 的 夹 角 为 0, 质点 的 运动 方程 为 多 + 名 sin g= wzsin geos 0，; 


体系 处 于 相对 平衡 时 6 的 值 为 9=0 或 6= +arccos{ 二 】. 


5.16 提示 :在 名 加 速 a 的 参考 系 中 ,陀螺 除 受 重力 mg 外 ,还 受到 惯性 力 - ma ,两 者 都 
作用 在 质心 上 , 令 其 合力 为 mg ,其 大 小 和 方向 均 和 mg 不 同 , 但 除 此 之 外 均 和 惯性 系 中 的 
拉 格 朗 日 陀螺 的 情况 一 样 ,可 用 相应 的 方法 进行 讨论 . 

5.17 d= /1(2- cos wt)., 


ER (teos 0, ) — 206, 6, cos 0, sin 0， + 意 cos 0,sin 0 =0， 
S.18 
2 上， + 6? cos 0, sin 8, 十 总 sin g,cos 0 =0 ， 


式 中 9, 和 9, 分 别 为 运动 平面 和 圆 环 偏离 其 平衡 位 置 的 角度 . 
第 六 章 
ee 
6.1 k 


0= Beos(w,t + e,) 


式 中 二 1 YY 南 1 (27 一 | 1 ,A.B.、 El1 ~E2 是 积分 常数 . 


7 一 一 . 二 = 顽 一 
mm Fm 2 @ 9; 简 正 频 率 为 ; ww) MN 2 "2 


6.2 简 正 坐 标 为 : gl = 96+ 


glm 十 7 ) 


6.3 w= (+V 可 ) 汪 ,we =M (7-V 配 ) 且 ; 简 正 振动 模式 为 :外 = -1.180 和 
0 
847. 


| g + (k, + &,) ql 一 ;,q: 三 0， 
6.4 mm, gi+ (ks+ ka)q; 一 Ag — kags=0, 


ma 9 + k3gq3 ~ k3q1=0. 
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‘se FE 


TT 2 jt =0 
mi { 


| | > 
6.7 2 


6.8 设 x. 和 x 和 别 为 下 提名 信 广 直 信 和 的 和, 当 zx! 和 r+; 相对 a 来 说 都 很 小 


6.6 wi’ Cy 十 
mi 


时 ， 
” 和 AA A 
XT] a rt os tt el) Teos(w t+ e) 
a 一 -一 一 二 
( ! 2 ) 
全 2 A A, 
Er 
! 3 


4 
下 中 oN 全 ,TN 全 re ma A 1A vei we: 为 积分 常数 
| 0 
27 27， 
69 ooN 二 2 二 
6.10 ” 当 上 ,= , 且 平 板 质 心 C 位 于 两 个 弹 筑 的 中 间 时 ,振动 频率 为 mw, = 2 二 


人 | 经 , 式 中 ! 为 质心 C 到 两 个 弹簧 的 距离 ,mp? 为 平板 绕 质心 C 的 转动 惯量 ， 


6.11 w=3.78s ',w,=2.32s !. 


6.12 w 一 0( 两 个 盘 同 向 转动 ),w, =。j 全 于。 (两 个 盘 反 向 转动 ) 


6.13 纵 振 动 的 两 个 振动 频率 由 方程 


EE 


决定 , 横 振 动 的 频率 为 


Kt) Es 全 + 人 人] 
44172 ” 


713 nl 11 > 


式 中 AAA 和 上 为 相应 的 劲 度 系数 ,1 和 1, 为 m, 和 六 ,及 m, 和 产 ; 之 间 的 平衡 距离 . 


6.14 oil 二 /1 2 = wonf 1 
wi 


kk _ 
6.15 w = 全 (1+ 2 A ); w= = 和 i = 2,3,… ,niw,，, =0, 表 示 整 体 平 动 ， 


> 1 - 
60.16 ww 3a labs t buan)ty Can by bua) +4albnbs | ， 
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Al _ bi a 

2 2 
BD) pa2 一 (ailaaiz At) wi 
A, B22 Al2 


B ban- (ana, — a ) ws 
式 中 =ma tnc +hyan= pbasy = mo +hb = (mat me)g, b= 
mbgya= ACI,b= BC,,c= AB. 
1 和 了 及 m! 和 mm; 分 别 为 两 个 物体 绕 质心 的 转动 惯量 及 其 质量 . 
6.17 当 钟 身 和 钟 舌 满足 条 件 
ma +mc +l= mb +1,, 
mat mc= mb 
时 , 钟 将 不 能 打响 而 成 为 哑 钟 , 式 中 各 量 的 意义 和 上 题 同 . 
6.18 


1 1 
gi 本 (en 一 gao )cos 224s+ 本 (dm + ga20 十 qx )eos VB/st 去 (en 一 2920 十 go jcosV611s， 
1 
加 (go+gaot+ga)cosY3ts 一 可 (ga 一 29ga + gm)XcosV6tijs， 
_ 1 
93 二 -本 (9n — gao ) cos 22ls+ (90 + gq20 + qao )cos V3t/s+ (9 一 2920 十 qx )eos V6t/s. 
第 七 章 
7.2 上 升 的 最 大 高 度 h =214.5 m, 所 需 时 间 1 = 6.32 s; 落 回 地 面 时 的 速度 v= 


56.7 m/s, 所 需 时 间 1, =6.93 8s. 
7.3 2.27m. 


7.4 T=2x 


Tm mm 


7.5 = 了 ,= 人 In 2, 式 中 m 为 船 的 质量 , FF, 为 船 的 驱动 力 . 


WJCOS & pr 
7.7 二 Bp (1-e *), 4 
四 + § ju 四 
y a 8 tp e “), 
式 中 vo 为 初速 度 ,a 为 出 射 角 . 
7.8 Wl ao 一， 山 ? 一 aa 一 8， 
式 中 wm = 68= -一 
0 m 277 


7.9 相遇 条 件 为 w - &4 >0, 相 遇 时 的 时 间 (= 元 旧 一 思 ,相遇 时 的 高 度 为 工 = 记 一 


& | ww gh 
k: n vo kh ko, 


7.10 Eee 
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式 中 户 =wv1+Ae， 


有 
7.12 vv 2a(l~e ) 


(wv p+dac—-6)+(v bi +A4ac+b)e ” 
式 中 k= Vo rda. 


nl 


第 八 章 
8.1 柱 举 标 H=-L pst2erp |]: VCR ez) 
2n RR’ ” 人 


球 坐 标 HP 1h Pe | V(r go) 


3.2 一 到 一 mglcos p, 式 中 ?7 为 质心 到 悬挂 点 的 距离 ,Je 为 绕 质心 的 转动 
ct+ml ) 


十 


惯量 ;正则 方程 为 $=7 Lb, = — mglsin ¢. 
‘ 


8.3 设 阻力 下 = -ky* , 则 正则 方程 为 9= 全 ,p= -mg + kp 


—b 
二 

8.8 HH" =P; Q=1; 户 =0; 由 此 正则 方程 的 解 :Q=:+a 和 P=8 可 得 
y= 直 [ 8- 二 mg?(1+a) |], 式 中 。 和 8 是 积分 常数 

8.10 H* =kQ; Q=0, P=-k. 


8.11 当 a= 本 ,8= 2 时 为 正则 变换 , 母 函 数 


8.4 x=ach2 


F, = -Qtan2p. 
8.12 F,=(xeceos wt t+ ysin of)Py +(— rsin wt+ ycos co) 已， 十 zP;,,， 
H' = (P+ Py + Pp)+ ow YP XPy) + V(R), 
式 中 RVRTYTZ 
8.15 S=— E+ nrt | Vm oH am gydy ， 


式 中 已 = 本 zol 和 加 = mvocos a 为 积分 常数 ;轨道 方程 为 


y= rtana—— Er , 
2uicos a 
、 nt 2 , 2 
8.16 $= B+ le 人 人 arcsin Wad + 
moi mw! 27n1 


wi WE : ,2(E- 7) Sin pw 
2 mw > mw 2(E—n > 
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方程 的 解 为 


Sr 2(F-1). 
ry SN in w(t e1), y= ETP) Sin w(t 6), 


Diw] M3 


式 中 下 、W ve .ei 为 积分 常数 . 


1， ， — ncos OY 
8.17 S=— Ett+wy ot+ 8 N20E -人 从 20nmaleosg- 人 (于 二 ) 42， 


式 中 Fn ~ 72 为 积分 常数 . 


8.18 S$S=-— Ett+adt+ | 2mE- mkr: - 4- dr ,其 解 为 
a 
1 
2 
r= | E+ lVE -kee Et] ， 
k k m nm 


第 十 章 


式 中 a .EE 为 积分 常数 . 


10.1 vy —3r*y+2=0. 
10.2 无 旋 , 不 可 压缩 . 
10.3 = 一 一 笃 一 一 . 


1+ pp (HE) 


10.4 p= 村 pgR 


| 


r=l1 7-1 Y -1 - 7 
10.6 p ” = po ys Po 7 和 r=T, (1- ;2 pe]. 


10.7 射程 R=2 ACE , 当 六 = 本 时 射程 最 大 ， 
10.10 (1) 下. = (po + 及 ， 


F.= [plR- VR A)+ pa (R- VR-R)]+ 本 aeRrarin 帮 


10.11 v= 4 Wo co 6 w= a’ wosin 0 
rr 2r° 
pL.R'R: 
2 4 
r 


10.12 p=p,- + (2RIR+ RR). 
10.13 v= 也 sin( 3, ]. 


10.14 v= | Rs 
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10.16 流速 vy (2h ->) ,压力 p= po + pgcosa( 有 -zx), 流 量 Q= 名 oh， 


式 中 的 坐标 x 垂直 静 赴 平面 . 
(wi — wRIR: 
R;— Ri 


10.17 阻力 窍 工 =4r7 


dE 
10.18 = 7| 


dv, ) 
dy . 


10.19 = 2 外 A , 式 中 了 为 振动 周期 
10.20 ”水滴 将 上 升 . 


